Statystyka i modelowanie
w naukach o srodowisku



Wyklad 10

Analiza regresji prostej



Regresja prosta liniowa

Regresja prosta jest metoda statystyczna, w ktorej okreslamy zaleznosc
jednej zmiennej (Y) od drugiej (X), czyli zaleznosc¢ ta jest miedzy tylko
dwiema zmiennymi.

Regresja prosta liniowa

Regresja liniowa to metoda szacowania wartosci oczekiwanej jednej
zmiennej (Y) znajac wartosci innej zmiennej (X) na podstawie funkgji
liniowej. Szukana zmienna Y jest nazywana zmienng zalezna, zmienna X
nazywa sie zmienna niezalezna.



Model regres;ji prostej liniowej

Y=a+bX+e,

gdzie:

b — wspolczynnik regresji

a — stata regres;ji

e; — btedy losowe o rozktadzie N(0;0,?)

Stata regresji (a) jest zatem szacowana srednig wartoscia zmiennej Y w przypadku gdy X=0, natomiast
warto$¢ wspolczynnika regresji (b) oznacza Srednigq zmiane wartosci Y w przypadku gdy X
zwiekszymy o jedna jednostke.

Ujemna wartos¢ wspotczynnika regresji (b) Swiadczy o ujemnej zaleznosci, a dodatnia wartosc¢
wskazuje na dodatnig zaleznos¢



Model regres;ji prostej liniowej

Estymacje (szacowanie wartosci) wspolczynnikow réwnania regresji
prowadzi sie zwykle metoda najmniejszych kwadratow, ktéra polega na
minimalizacji nastepujacej sumy kwadratow:

Estymatory wartosci wspotczynnikoéw a i b oblicza sie ze wzorow:




Analiza regresji proste;

Estymatory uzyskane metoda najmniejszych kwadratow

- Yi—1(x; =)y — ¥)
Z?=1(xi — f)z

b=y—ax



Metoda najmniejszych kwadratow




R? — wspotczynnik determinacji

Okresla stosunek zmiennosci wyjasnianej przez model regresji do zmiennosci catkowitej. W przypadku

2
Y

Czym wartos¢ R? jest blizsza 100% (czyli 1) to zaleznos$¢ Y od X jest silniejsza, i na odwrot gdy wartosc¢ R?

regresji prostej liniowej R*=r,

jest blizsza 0% (czyli 0) to zaleznos¢ Y od X jest stabsza. Wartos¢ wspolczynnika determinacji jest rowna w
przypadku regresji prostej liniowej kwadratowi wspolczynnika korelacji prostej Pearsona.

Testowanie hipotezy H: f=0 (wspodlczynnik regresji dla catej populagji jest rowny 0) pozwala na ocene, czy
wystepuje istotna zaleznos¢ Y od X. Jesli te hipoteze odrzucimy to uznajemy, ze Y istotnie zalezy od X
(powyzsza hipoteze odrzucamy jesli p<a)



Analiza regresjl prostej
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Analiza regres;ji prostej - przykfad
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Analiza regres;ji prostej - przyktad
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Definicja funkcji uzytkownika

Y=0,0055*X+11,4881

EXCEL

5 Podstawowe Wigcej Wyglad Skategoryzowane Opcje 1 Opcje 2

Statystyki
R kwadrat (dopasow. lin.)
[v]Wsp. korel.i p (dop. lin))

Réwnanie regresii
Elipsa
(®) Nie
() Normalne
() Rozstep 95

Pas regresji
(®) Nie
(O Ufnosé
() Prognoza 5

Zaznacz wybrane podzbiory: | Nie

Wykres XY-2>Dodaj lini¢ trendu

? X
OK
Anuluyj

2 Opcje -
Grupami
Wa  Warunki selekcji
& Wagi przypadkow
ir  Galeria wykresow

Aktualizuj: Auto

-



Regresja prosta nieliniowa

Nie wszystkie zaleznosci migdzy dwiema zmiennymi sg liniowe, dlatego tez czasami uzasadnione jest
stosowanie innego niz liniowy modelu regresji. Stosowane sa w tym celu r6zne inne modele regres;i.
Zamiast funkcji liniowej mozna uzy¢ funkcji np.:

- kwadratowej

- pierwiastkowej

- logarytmicznej lub innych.

Dobdér modelu regresji dokonuje sie najczesciej na podstawie wartosci wspdtczynnika determinacji (R?),
wieksza wartos¢ R? oznacza lepiej dopasowany model regresji, a tym samym lepiej opisujacy zmiany Y w
zaleznosci od X.

Szczegolnym przykladem regresji prostej jest regresja prosta wielomianowa, czyli wykorzystanie funkgcji
wielomianowej, w ktorej zmienna niezalezna (X) wystepuje w kolejnych potegach. Najprostszym
modelem regresji wielomianowej jest funkcja kwadratowa (X wystepuje w pierwszej i drugiej potedze).



Regresja prosta nieliniowa
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Regresja wielokrotna

Regresja wielokrotna jest metoda statystyczna, w ktdrej oceniamy wptyw wielu zmiennych niezaleznych (X;,
X,, X5,...) na zmienna zalezna (Y).
Najprostszym modelem regresji wielokrotnej, a jednoczesnie najczesciej stosowanym w praktyce jest regresja

wielokrotna liniowa.



Regresja wielokrotna liniowa

Jezeli zmienna zalezna (Y) jest zalezna od wigcej niz jednej zmiennej niezaleznej (X,) to estymowany
model regresji mozemy zapisa¢ rOwnaniem:

Y=a+b;X;+b,y X, +...+ b X+ e

a- stala regres;ji,

by, by,... — czastkowe wspotczynniki regres;ji

e;— bigd losowy

Interpretacja wartosci stalej regresji i czastkowych wspdlczynnikow regresji jest podobna jak w
przypadku regresji prostej. Stala regresji jest to szacowana Srednia wartos¢ Y, gdy wszystkie zmienne
niezalezne (X;) sa rowne 0. Wartos¢ kazdego czastkowego wspodtczynnika regresji oznacza szacowana
srednig zmiang wartosci Y, gdy dana wartos¢ zmiennej niezaleznej (X;) zwigkszy sie o jedna jednostke.

W przypadku regresji wielokrotnej zastosowanie metody najmniejszych kwadratow to minimalizowanie
sumy:



Graficzne przedstawienie regresji z 2 zmiennymi niezaleznymi (X;, X,)



Regresja wielokrotna liniowa

Hipoteza zerowa globalna:

HO . Bl = ﬁ 5 == Bk =0 (zadna z zmiennych niezaleznych nie wplywa na zmienng zalezna)
Weryfikacje tej hipotezy wykonujemy na podstawie testu F w analizie wariangcji
Jesli odrzucimy hipoteze H, to stwierdzamy, ze co najmniej jeden wspolczynnik regresji jest rozny od zera, czyli istnieje
zwigzek liniowy miedzy co najmniej jedna zmienna niezalezna a zmienna zalezna.
Jesli odrzucimy globalng H,, to nastepnie powinnismy przeprowadzi¢ weryfikacje k hipotez szczegdtowych, ktore

pozwola odpowiedziec na pytanie, ktore zmienne niezalezne (czy wszystkie, czy tez tylko wybrane) wptywaja na

zmienng zalezna, a wigc ktdre zmienne niezalezne powinny pozosta¢ w modelu regres;ji.



Regresja wielokrotna liniowa

Hipotezy szczegdlowe:
H,:B;, =0

Weryfikacje hipotez szczegdtowych wykonujemy na podstawie testu ¢

Jesli odrzucimy i-ta hipoteze zerowa, to stwierdzamy, ze dana zmienna niezalezna (przyczynowa) ma istotny
statystycznie wplyw na zmienna zalezna

Zmienne niezalezne, ktdre nie wplywaja istotnie na zmiennga zalezna powinny byc¢ usuniete z modelu regresji. Przy
usuwaniu zmiennych z modelu nalezy uwzglednia¢ ewentualne wzajemne wspolzaleznosci miedzy poszczegdlnymi
zmiennymi niezaleznymi.



Regresja wielokrotna liniowa

Nie wszystkie zmienne niezalezne (X;) ktore bierzemy do analizy regresji wielokrotnej maja wplyw na
zmienna zalezna (Y), a wigc uzasadnione jest usunigcie tych zmiennych i pozostawienie tylko tych zmiennych
niezaleznych, ktore maja istotny wptyw.

W tym celu stosuje si¢ r6zne metody pozwalajace na usunigcie z modelu regresji nieistotnie wptywajacych
zmiennych niezaleznych i pozostawienie tylko tych, ktérych wplyw udowodnimy. Jedna z metod, ktore sa
dos¢ czesto stosowane jest regresja krokowa, ktora pozwala na dobdér modelu z pominieciem zmiennych
stabo lub nie wpltywajacych na zmienng zalezna.

Dobierajac model funkcji regresji powinnismy dazy¢ do uzyskania jak najwiekszego wspodiczynnika
determinacji



Regresja wielokrotna nieliniowa

Przyktad modelu nieliniowego z dwoma zmiennymi niezaleznymi:

2 2
y =b, +bx, +b,x7 +b, X, +b,x; +b. X X,

Mozliwe zalety modeli nieliniowych regresji:
- uwzglednienie zaleznosci nieliniowych

- uwzglednienie wspotdziatarn zmiennych niezaleznych



Regresja wielokrotna

Trudnosci w doborze najlepszego modelu regresji wielokrotnej

- Dla réznych modeli regresji wielokrotnej mozna uzyska¢ podobne parametry dopasowania (np. bardzo zblizone wartosci
wspotczynnika determinacji)

-Wskazanie, jaka funkcja nieliniowa dla danej zmiennej jest optymalna nie jest fatwe ze wzgledu na wystgpowanie
wspotdziatan i wspétzaleznosci miedzy cechami

- Ograniczone mozliwosci graficznego przedstawienia funkcji, a tym samym ocena tych funkcji odbywa si¢ zazwyczaj na
podstawie estymowanych parametrow.

- Dysponowanie ograniczonym zbiorem zmiennych niezaleznych, ktéry moze nie zawiera¢ zmiennych majacych silny
zwigzek z zmienng zalezng



Regresja wielokrotna

Ze wzgledu na to, ze zwiazki miedzy zmienng zalezng (Y) a zmienna
niezalezng (X) w szerokim zakresie zmiennosci sg czesto nieliniowe, to w
analizie regresji prostej do adekwatnego opisu takich zaleznosci
wykorzystywane sa nieliniowe funkcje regresii.

Najczesciej w tym celu wykorzystuje si¢ nastepujace modele regresji proste;:
- linearyzowalne

- wielomianowe
- logistyczne



Regresja wielokrotna

Najczesciej wykorzystywane linearyzowalne funkcje regres;ji proste;:
Y=e(@X) gdzie e jest podstawa logarytmu naturalnego e=2,718..
Y=a+b*log(X)

Y=a+b*X?
Y=a+b*X{1/2)



Przyklady typowych transformacji zmiennych stosowane w funkcjach

nieliniowych

VX

log X
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Y2 dodatnia

wklesla

VAY zaleznosc¢
log X ujemna
11X wypukla

Y2

logyY
1Y

%

zaleznosc

ujemna
wklesla
zalezno$¢ JY
dodatnia X2
ukia
wyp logY
1Y




Interpretacja wynikow analiz regresji z uzyciem funkgji
nieliniowych

W odroznieniu od funkgji liniowych regresji parametry funkgji nieliniowych interpretuje sie inaczej.

Interpretacja ta zalezy od stosowanej funkgji regresji. Glowna roznica jest to, ze wspotczynnik regres;ji (b) nie jest
przecietna zmiang wartosci Y przy wzroscie X o jedna jednostke. Rowniez dla wielu funkcji nieliniowych stata
regresji (a) nie jest szacowana wartoscia Y dla X=0.

Aby oszacowac ile przecietnie zmieni si¢ Y, jesli X wzroscie o 1 nalezy obliczy¢ wartos¢ pochodnej funkgji
regresji. Oczywiscie wartosc¢ ta bedzie rozna dla réznych wartosci X.

Testowanie hipotezy H: X nie wplywa na zmiennos¢ Y odbywa sie podobnie jak w przypadku regresji proste;
liniowej testem F.



Analiza regresji proste;
nieliniowej — przyktad

dane do analiz
liczba bakterii w 1 ml mleka
po 8 godz. przechowywania
w roznych temperaturach

temperatura liczba bakterii po 8 godz.
przechowywania (°C) przechowywania (min)
4 0,10
4 0,14
4 0,09
8 0,23
8 0,26
8 0,29
12 0,48
12 0,49
12 0,58
16 0,67
16 0,72
16 0,59
20 1,4
20 1,7
20 1,3
25 2,8
25 3,1
25 2,5
30 8,7
30 9,5
30 10,2




Analiza regresji prostej nieliniowej — przyktad

Dobor funkgdji regresji na podstawie wartosci wspolczynnika determinacji

Comparison of Alternative Models

Model Correlation R-Squared
Exponential 0,98906 97,93%
Double reciprocal 00,9767 95,39%
Multiplicative 0,9477 89,81%
Square root-Y 0,9201 84,65%
S-curve -0,8413 70,77%
Linear 0,8124 66,00%
Square root-X 0,7444 55,41%
Logarithmic-X 0,6629 43,94%
Reciprocal -X -0,4957 24 ,57%
Reciprocal-Y <no fit>

Logistic <no fit>

Log probit <no fit>



Analiza regresji prostej nieliniowej — przyktad

Oszacowanie funkgdji regresji wykltadnicze;

Rownanie regresji: Y=e{278 +0,16X)
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Regresja wielomianowa

Analiza regresji wielomianowej pozwala na ocene
zwiazkow nieliniowych, ktore mozna opisywac z uzyciem
funkcji wielomianowych o ogolnej postaci:

Y =b, +b,X +0b,X%+...+b X"
gdzie:

b,— stala regres;ji
by, by,...- czastkowe wspolczynniki regresji



Regresja wielomianowa — przyktad

nawozenie N plon nawozenie N plon

0 2,1 200 8,0

0 2,3 200 8.8

Dane doswiadczalne: 0 27 -~ 50
-plon ziarna (t/ha) jednej z 0 2,5 200 8.1
odmian pszenicy ozimej badany S0 3.4 250 9,3
dla dawek N w zakresie od 0 do >0 3.1 250 9,5
350 kg/ha 50 3,2 250 8,7
50 3,3 250 8,9

100 5,2 300 9.2

Cel analiz: okreslenie wptywu 100 55 300 9,2
dawki nawozenia N na 100 51 300 9.3
plonowanie pszenicy ozimej 100 55 300 9,3
(m.in. okreélenie dawki N dla 150 6,7 350 8,5
ktorej uzyskujemy plon 150 7,4 350 8,2
maksymalny) 150 7,2 350 9.4
150 7.4 350 9.4




Regresja wielomianowa - przykiad
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Regresja wielomianowa — przyktad
testowanie hipotez i interpretacja wynikow

Polynomial Regression Analysis

Dependent variable: Y

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 2,228717 0,168339 13,2397 0,0000
X 0,0234644 0,00448819 5,22802 0,0000
X2 0,000102674 0,0000311703 3,29396 0,0027
X" 3 -3,40146E-7 5,84423E-8 -5,82021 0,0000

Analysis of Variance

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 201,287 3 67,0958 529,14 0,0000
Residual 3,55042 28 0,126801

Total (Corr.) 204,838 31

R-squared = 98,2667 percent

R-squared (adjusted for d.f.) = 98,081 percent
Standard Error of Est. = 0,356091

Mean absolute error = 0,281837

Durbin-Watson statistic = 1,35709



Regresja logistyczna

Analiza regresji logistycznej jest szczegolnym rodzajem regresji ze wzgledu na to,
ze zmienna zalezna jest zmienna zero-jedynkowa.

Analize regresji logistycznej stosujemy zwykle do prognozowania wystapienia
pewnych zjawisk (zwykle przyjmujemy: 0- zjawisko nie wystapito, 1-zjawisko
wystapito).



Regresja logistyczna - model

Model regres;ji logistycznej jest nastepujacy:

ea+bX 1

P:1+ea+bX =

1 + e—(ll-l—bX)

Na podstawie powyzszej funkgji logistycznej szacujemy prawdopodobienstwo
(P) wystapienia pewnego zjawiska (czyli dla zmiennej zero-jedynkowej jest to
prawdopodobienstwo, tego, ze Y=1)



Regresja logistyczna — graficzne przedstawienie funkgji
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Regresja logistyczna — testowanie wptywu zmiennej

Istotnos¢ wplywu zmiennej niezaleznej (X) na zmienng zalezna (Y) oceniana jest na
podstawie testu chi-kwadrat.

- 2 2
Jezeli: X emp > A  gdzie k- liczba zmiennych

niezaleznych

To odrzucamy hipoteze zerowa (H,: zmienna X nie wptywa istotnie na zmienna Y),
czyli stwierdzamy statystycznie istotny wplyw X na Y.



Regresja logistyczna
- przyktad

Dane pochodza z doswiadczenia w ktorym oceniano
wplyw przechowywania peddw jabloni w niskich
temperaturach (w zakresie od -60 do -20 stopni C).

W kazdej temperaturze umieszczono po 10 pedow a
nastepnie po 24 godzinach okreslono ile z nich zamarto
z powodu niskiej temperatury.

W tabeli obok znajduja si¢ dane dotyczace kazdego z
pedow (1- ped zamart, 0- ped przezyt).

Celem badan jest ustalenie poziomu temperatury, przy
ktorej zamiera 50% pedow.
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Regresja logistyczna - przyktad
Obliczona funkcja regres;ji logistyczne;

yze(—6,1235+(-0,1659)*X) /(1+€(-6,1235+(-0,1659)"X))

Testowanie hipotezy o istotnosci wptywu X na Y
H,: zmienna X nie wplywa na zmienng Y

y2emy =31,28; P < 0,001

Na podstawie testu chi-kwadrat odrzucamy hipoteze zerowa, czyli stwierdzamy, ze X wptywa
statystycznie istotnie na Y (temperatura wplywa na zamieranie pedow)



Regresja logistyczna — przykiad

Y:e(-6,1235+(—O,1659)*X)/(1+e(-6,1235+(-O,1659)*X))
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