Temat wykladu:

Calka nieoznaczona

Kody kolorow:

zZ0lty — nowe pojecie

— uwaga
kursywa — komentarz
* — materiat nadobowigzkowy

Anna Rajfura, Matematyka
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ldea rozniczkowania funkcji

Bylo:

dana szukana
funkcja pochodna

f — > f

rozniczkowanie funkcji
(wyznaczanie pochodnej)

Przvklad f (x) = x?, f'(x)=2x

aaaaaaaaaaaaaaaaaa



Ildea calkowania funkcji

Teraz:
dana szukana
pochodna g funkcja

calkowanie funkecji

Przyklad. (7?7 )" = 2X
Odp.: f(x) = x?

Anna Rajfura, Matematyka



Oznaczenia
Dla poprzedniego przykladu:
dana (pochodna) 2x, szukana (funkcja) x?
nowy zaplis:

dana: g(x) = 2x, szukana: G (x) = x?

Anna Rajfura, Matematyka



Terminologia

dana szukana
g G
funkcja funkcja
pierwotna

G taka, ze G' = ¢

Anna Rajfura, Matematyka



Przyklad

Mozna zgadna¢, jaki jest wzor funkcji,
ktorej pochodna dana jest wzorem
g(X) = 2X.




Przyklad

Mozna zgadna¢, jaki jest wzor funkcji,
ktorej pochodna dana jest wzorem
g(X) = 2X.

G (X) = X?

G, (Xx) =x?+1
Gs (x) = x? - 3,5, itp.

Anna Rajfura, Matematyka



Przyklad

Mozna zgadna¢, jaki jest wzor funkcji,
ktorej pochodna dana jest wzorem
g(X) = 2X.

G (X) = X?

G (X) = X% + l<— funkcja pierwotna

Gs (X) = x? - 3,5,Z|tp.

Wynik nie jest jednoznaczny, mozna
poda¢é¢ wiele takich funkcjl.

Anna Rajfura, Matematy ka



Terminologia

Rodzine¢ funkcji pierwotnych mozna

zapisa¢ wzorem X+ c, c € R.

Te rodzine funkcji pierwotnych
nazywamy calka nieoznaczona funkcjl

g(X)=2X.
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Oznaczenla

g(x) —> G(x), gdzie G'(x)=g(x)

J.g(x)dx:G(x)+c, ceR

\ / iy
funkcja rodzina funkcji
podcalkowa pierwotnych

calka z funkcji g od X po dx
G'(x) = 9(x)

Anna Rajfura, Matematyka
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Przyklad 1

Odgadnij i zapisz calke¢ nieoznaczong

funkcji  f(x) = 2x + 1.

Anna Rajfura, Matematyka
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Przyklad 1 cd.

j(2x+1)dx:x2 -x+c, ceR

/

spr.: (x*+x+c) =2x+1

Anna Rajfura, Matematyka
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Przyklad 2
Odgadnij
j (3x2 +2x)dx

Anna Rajfura, Matematyka



Przyklad 2 cd.

j(3x2+2x)dx=x3+x2+c, ceR

/

spr.: (¥ +x%+¢) =32 +2x

Anna Rajfura, Matematyka
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Przyklady

Odgadnij calki. Sprawdz wyniKki.

a) j3x2a dx =

b) j3x2a da =

Anna Rajfura, Matematyka
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Przyklady cd.

Odgadnij calki. Sprawdz wyniKki.

a) j3x2adx=x3a+c, ceR

b) 3x2ada=§x2a2 +¢, ceR
2

Anna Rajfura, Matematyka
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Anna Rajfura,

Matematyka
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Wzory

Calka funkcji stalej

jldx:jdx:x c, ceR

Spr. : (x+c)’ =1

Anna Rajfura, Matematyka
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Wzory cd.

Calka funkcji potegowej

1

Ixa dx:a+1

x*'+¢, ceR, aeR-{-1}

Anna Rajfura, Matematyka
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Anna Rajfura,

Matematyka
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Przyklady

dex:jxldx=1x2+c, ceR
2
2 |
jx dx:§x +¢, ceR
3 |
Ix dx:Zx +¢, ceR
: 1 1+% 2 3

sz dx =

C,

ccR

Anna Rajfura, Matematyka
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Przyklady

-3+1 1

X +C =

-3+1 2x*

- e,

ccR

Anna Rajfura, Matematyka
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Anna Rajfura,

Matematyka
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Wzory cd.

Calka funkcji wykladniczej

jax dx:iaxﬂ:, ceR
Ina

Anna Rajfura, Matematyka
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Anna Rajfura,

Matematyka
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Przyklady

IS" dx——5x+c, ccR
In3S

1
je dx=——=e" +c=e" +c,
Ine

cc R

Anna Rajfura, Matematyka
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Wzory cd.
Calki funkcji trygonometrycznych

jsinx dx =—cosx+c
jcosx dx =sinx +C
J‘tgxdx:—]n‘cosxhc

jctgx dx:ln‘sinxhc

Anna Rajfura, Matematyka
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*Wzory cd.

Calki funkcji trygonometrycznych

2

dx
j =tgx+cC
COS™ X

dx
_[ — — =—Ctgx+cC
sm” x

Anna Rajfura, Matematyka
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*Wzory cd.

Calki funkcji wymiernych

j ax —1arct E+c: a=0
a’+x* a ga '

d 1
i
J‘ dx 1

=—]n‘ax+b‘+c, a#0
ax+b a

nnnnnn jfura, Matematyka

30



*Wzory cd.

Calki funkcji niewymiernych

=arcsmx+c

dx
j\/l—

‘x+JI+x

+ C

I\/l

Anna Rajfura, Matematyka
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Reguly calkowania
Ia-f(x)dx:a-jf(x)dx, a — stala, ae R

Krotszy zapis:
jaofza-_"f, a — stala, ae R

Jesli funkcja podcalkowa ma postaé¢ iloczynu
stalej a 1 funkcji f(x), to stala a mozna wylaczy¢
przed znak calKki.

Anna Rajfura, Matematyka 32




Anna Rajfura,

Matematyka
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Przyklady

dexzs-jldxzs-x+c=5x+c, ceR

j(—3x4)dx:(—3)-jx4 dx =(-3)-1x° +¢ =

S

5
=—2x"+¢, ceR

j%dxz_“%exdx:%-jex dx=%e +c, ceR

Anna Rajfura, Matematyka



Reguly calkowania cd.

[[f )= g(0)]dx = [ £(x) dx =] g(x) dx

Krotszy zapis:

Anna Rajfura, Matematyka



Anna Rajfura,

Matematyka
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Przyklady
I(3x2+2x—5)dx=j3x2 dx +I2xdx —Ide:

=3-1x°+2-1x*-5.x+c=x"+x*-5x+c,
ceR

j(4ex —ﬁ)dx:j4e" dx—_“ﬁdx =

:4jex dx—ﬂ%dx =4e* —Llnx|+c, ceR

Anna Rajfura, Matematyka



Reguly calkowania cd.

Wzor na calkowanie przez czesci
| f(x) glx) de = f(x)- glx)- [ f(x) g'(x) de

Krotszy zapis:

|fg=fg-|rg

Anna Rajfura, Matematyka



Anna Rajfura,

Matematyka
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Przyklad 1

Oblicz jxexdx

Oznaczamy:

f(x)=e"

f(x)=e

g(x)=x

g'(x)=1

UWAGA. Wyrazenia zapisane na
biatych polach wynikajg z przyjetego
oznaczenia, natomiast wyrazenia na
barwnych polach trzeba wyznaczy¢
samodzielnie.

jxexdx:ex-x—jex-ldxzxex—ex c, CER

40
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Przykilad 2

Oblicz jxlnxdx
Oznaczamy:

f(x)=§x2 f(x)=x
gx)=Inx |g'(x)=1

jxlnxdxz%xz -lnx—“‘%x2 L dx =

2 2
=2 X lnx—j%xdxzéx lnx—%jxdxz

2 2 2 2
=2x"Inx—3-7x"+c=1x"Inx-;x"+¢c, ceR

nnnnnn jfura, Matematyka



Reguly calkowania cd.

Wzor na calkowanie przez podstawienie

[ Ae(o)]- () = [ £(e)a

podst.: g(x)=t¢

Anna Rajfura, Matematyka



Anna Rajfura,

Matematyka
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Przyklad 1

Oblicz calke ! dx

j%dt:ln\t\+c

Stosujemy podstawienie: CX+3ﬂ\

Rozniczkujemy stronami:(X+3)x' = (t)t
1-dx = 1-dt

~dx = dt<—

j 1 dx:jldt:ln‘t‘+c:ln‘x+3‘+c,ceR
x+3 t

Anna Rajfura, Matematyka
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Przykilad 2

Oblicz catke [V3x+2dx

I\/;dtzgt\/;+c, ceR

Stosujemy podstawienie: 3x+2 =t

Rozniczkujemy stronami:(3x+2)x" = (1)

3-dx = 1-dt
3-dx = dt

dx = 1 .dt
3

nnnnnn jfura, Matematyka
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Przyklad 2 cd.
[V3x+2de=[e-Yar=1[Jeadt=

:§-§t\/;+c=§(3x+2)\/3x+2 +¢, ceR

Anna Rajfura, Matematyka
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*  Reguly calkowania cd.

Wzor na pochodng logarytmiczng

Ij}’((;c))dlen\f(x)Hc, ceR

Anna Rajfura, Matematyka
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Oblicz calke J

Przyklad

2x+3

dx
x*+3x
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i Przyklad

W mianowniku wystepuje wyrazenie
f(x)=x"+3x
natomiast w liczniku jego pochodna
f(x)=2x+3

Korzystajac ze wzoru na pochodng
logarytmiczng otrzymujemy

J-Zx3

> dx:ln|x2+3x|+c, ce R
X +3x

Anna Rajfura, Matematy ka 49



