Temat wykladu:

Kody kolorow:

Zolty — nowe pojecie
pomaranczowy — uwaga
kursywa — komentarz

* — material nadobowigzkowy
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Pojecia
Dzialania na macierzach

Wyznacznik macierzy

= W o

Macierzowy zapis ukladu rownan
lintowych

5. Uklad Cramera. Wzory Cramera
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Macierz to prostokatna tablica, w ktorej
mozna wyroznic¢ wiersze i kolumny.

Przyklad zapisu macierzy:

2 -1 —+/3 @i_ |
2 Wlersze
0 1 05| <—

'I\ Macierze zapisuje
% sie w nawlasach
kwadratowych.

3 kolumny
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Na przecieciu wiersza | kolumny zapisany
jest element macierzy.

Przyklad:

Elementami macierzy mogq byc¢ np.: liczby, funkcje,
Inne macierze.

Na kazdym przecieciu wiersza i kolumny zapisany
jest pewien element macierzy.
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JesSli macierz ma m wierszy 1 n kolumn, to
mowimy, ze jest wymiaru m x n (czyt..: m

nan).
Przyklad:
4 wiersze, 2 kolumny - -1 10
wymiar macierzy: 4 x 2 2 3
(czyt.: cztery na dwa) 03 g
45 -52

4 X 2
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Zapisz wymiary danych macierzy.

3 -1

2 1

_O 1_
3 X2

2 -4 02 -3

5
-1,/
13
2.5
_ 8_
5 X 1 (we

1 X 4 (wektor wierszowy)

Ktor kolumnowy)

-11]
1x1
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Macierze oznacza si¢ duzymi literami:
A, B, ... lub A1, Ay, ...
lub

[ai], 1=1,....,.m,J=1,..,n
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A — macierz wymiaru m x n,
aij — element macierzy A lezacy na

przecieciu I-tego wiersza z J-ta kolumna,

gdziei=1,...m, J=1, .., n.

a.”
7™
numer numer
wiersza kolumny
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Dana jest macierz A. Zapisz kazdy element
aij, 1=1,2,3,]=1, 2.
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ai1 = 3
ax =1
asz1 =0
as> =1

Anna Rajfura, Matematyka
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Dane sa elementy macierzy B. Zapisz
macierz.

b11 =2, b12=-3, b1z =4, bis= -1,
bo1=1,0202=5,b23=-7,024=0
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b11 =2, b12=-3, b1z =4, b1s= -1,
bo1=1,0202=5,b23=-7,024=0

2 -3 4 -1
1 5 -7 0

B-—
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Jesli w macierzy Amxn liczba wierszy m
jest rowna liczbie kolumn n, to macierz A
nazywamy kwadratowg stopnia n;

ozn.: An

Przyklady macierzy kwadratowych:

10 2
2 1 0 1 -1
0 -1 10 2

stopnia 2 stopnia 3
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Zapisz macierz kwadratowa A, w postaci
ogolnej.

Zapis macierzy An na tablicy.
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W macierzy kwadratowej stopnia n

elementy aii, 1=1,...,n tworza gléowna
przekatng.

przekatna (glowna)
macierzy An
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Macierz jednostkowa stopnia n, ozn. In:

macierz z jedynkami na przekatnej 10 ... 0
glownej oraz zerami poza przekatnsg. A 01 .. 0
ai=1 dla 1=1,2,...,n, ™ |: "
aij=0 dla 1#]. 00 .. 1

Przyktady na tablicy.
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Macierze Amxn Oraz Byxg sa rowne, gdy
ich wymiary s3 jednakowe o0raz
odpowiadajace elementy sa rowne, czyli
m=p 1 n=qg oraz aj=hj dla1=1, ..., m,

]=1,..,n.
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Dane sa macierze A, B, C, D. Podaj
warunki, przy ktorych zachodza rownosci:

A=B, C=D.

2 -1 0]
A=

0 1 05

.

4

C =
0
| 1_

X -1
_O Z
X

O
1
X X
SN

>
~

y

05
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e Dodawanie, odejmowanie
* Mnozenie macierzy przez liczbe
e Transponowanie

* Mnozenie macierzy przez macierz

Przyktady na tablicy.
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AmxntTBmxn=Cmxn

Cij=aj+h; 1=1,....m, J=1,...,n

Krotszy zapis:
[aij] + [bij] = [aij + bij]

1=1,....m, J]=1, ..., n
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Anxn—=—Bmxn=C mxn

Cij=aj-bi 1=1,....,m, J=1,...,n

krotszy zapis:
[aij] - [ij] = [aij - bij]
1=1,....m, J]=1, ..., n
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K Amxn=Cmxn

cij=k-a; 1=1,....m, J=1,...,n

krotszy zapis:
K- laij] = [k aij]

1=1,....m, J]=1, ..., n
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(Amxn)T:Cnxm

cj= ajj=a;i i=1,..,n, j=1,..,m

krotszy zapis:
[ai] " = [ a'ji]

1=1,....m, J]=1, ..., n
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krotszy zapis:
[aij] - [bii] = [ ) a, -b,; ]
k=1

1=1,....m, =1, ...,p
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Dla dowolnej macierzy Amxn zachodza
rownosci:

Amnxnln = Amxn
Im*Amxn =Amxn

Zatem macierz | jest elementem obojetnym
mnozenia macierzy.

Przyktady na tablicy.
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®* Mnozenie przed dodawaniem i odejmowaniem
* Transponowanie przed innymi dzialaniami

® Najpierw dzialania w nawiasach

Przyktad na tablicy.
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Ozn.: A, B, C, D — macierze, k — liczba rzeczywista.
(A+B)+C=A+ (B +C)
(A-B):-C=A-(B-C)
A+B=B+A
Uwaga. MnozZenie macierzy nie jest przemienne.
k-(A-B)=(k-A)-B=A:(k-B)
k-(A+B)=k-A+k-B
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 Prawa dzialai na macierzach, cd.
C-(A+B)=C-A+C:-B
(A+B)-D=A-D+B-D
(A+B)T=A"+B'
(A-B)T=BT-AT
(AT) T =A
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Zadania w pliku

Zadania_macierze dzialania.pdf

Uwaga

Do dzialan na macierzach mozna
wykorzysta¢ funkcje arkusza
kalkulacyjnego (np. CALC, EXCEL):

e MACIERZ.ILOCZYN
« TRANSPONUJ

Anna Rajfura, Matematyka 29
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Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A
jest pewna liczba jednoznacznie
przyporzadkowana tej macierzy;

ozn.: det A (ang. determinant), |A|.

Liczbe ta definiuje sie podajac metode jej
obliczenia dla macierzy kwadratowe]
stopnian, przyn=1, 2, ...
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Dlan=1, 2, ... wyznacznik macierzy An
oblicza sie metoda Laplace’a rozwijania
wyznacznika wzgledem wiersza lub
kolumny macierzy An.

Dlan=2orazn =3 metode Laplace’a
mozna przedstawi¢ w postaci uproszczonej.
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Dlan=1:
det [a11] = an

Przyklady:

det [-3] = -3
det [12] = 12
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Przvyklad:

Anna Rajfura, Matematyka

| =y -dy; =g "8y

=1.8-2.3=8-6=2




Dla n = 3 wyznacznik mozna obliczy¢
stosujac schemat Sarrusa:

1. Pod trzecim wierszem _aila';z """""" m

rzepisac pierwszy wiersz pessiierimmeaaannnssseneed

apodnimdrugi. ety Ey
dy; ds
Ty A, A,
"‘321 522 ............

*e . ®
--------------------------
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2. Obliczyé¢ iloczyny elementow \ d21°dzz dl
na przekatnej glownej i dwoch

przekatnych rownoleglych do
niej; niech Sy oznacza sume
tych iloczynow. suma Sg = ...
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det

di3°d22°ds3
d>3°d32 dil
d33-dji2 ady

suma Sq = ...

di; Q. al:ﬂ}

®, .
a,. A, 8.
21.0°" “22.:4% Y23;
. 3 o*
* *

‘e
.
.%*

Ay g %““‘33 3

*an '
2 *
“ “ *

3. Obliczy¢ iloczyny elementow
na drugiej przekatnej i dwoch
przekatnych rownoleglych do
niej; niech Sq oznacza sume
tych iloczynow.

Anna Rajfura, Matematyka
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4. dEtA:Sg—Sd

Uwaga

Zamiast dopisywaé dwa pilerwsze wiersze pod
trzecim, moZina dopisa¢ dwie plerwsze
kolumny za trzecig lub wyznaczy¢ pewne
Strojkgty” W  macierzy. Wszystkie te
graficzne sposoby  stuzaq ulatwieniu
zapamietania i Sstosowania podanego dalej
wzoru.
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Wzor na det As:

a‘ll

det| a,,

a31

gdzie:

a12
a‘22

a'32

a‘13
a23

a’33

Sg =&y dy, " dgg tdyy Ay, s dy3 T A, - dy, - Ayg
Sd = dgy " Ay, " Qg3 T Ay - Ay, - dgg T8y, - dg, Ay

Przyktad na tablicy.

Anna Rajfura, Matematyka
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Oblicz wyznacznik danej macierzy.
1 2 3
det -1 0 4|=11-(-6)=17
1 -1 1
v/ 1 2 3\

FANENY

T -2 + 8
Sd:'6 Sg:].l




Metoda Laplace’a rozwijania wyznacznika
wzgledem I-tego (dowolnego) wiersza macierzy An

&y Y ...
det A e () e A
_anl an2 oo ann_

+a, (-1)"%det A, +...+a, -(—1)""det A,

gdzie Ajj jest macierza, ktéra powstaje po wykresleniu
Z macierzy A i-tego wiersza oraz j-tej kolumny.
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Oblicz wyznacznik danej macierzy A.
Polecenie mozna wykona¢é¢ wybierajac
rozwiniecie wzgledem np. drugiego
wiersza.

1 -1 0 2
T
A:‘ .............................
2 1 4 3

0 3 -1 1
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det
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_ 3. (L1 ldet

+1-(=1) [det

(=1)- (=2

Wyznaczniki zakreslonych
macierzy mozZna policzyé

wg schematu Sarrusa lub
0golng metodqg Laplace'a.

=3-(-1)-(-33)+(-1)-3-(-1)+3-(-1)-6 =90

Odp.: det A = 90.
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1. Wyznacznik macierzy trojkatnej gornej
(dolnej) jest rowny iloczynowi elementow
na glownej przekatne;j.

2.Jezeli macierz kwadratowa ma
w pewnym wierszu (lub kolumnie) same
zera, to jej wyznacznik jest rowny zeru.
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3.Jezeli dwa wiersze (lub kolumny)
macierzy kwadratowej sa
proporcjonalne, to jej wyznacznik jest
rowny zeru.

4. Wyznacznik macierzy jednostkowej

dowolnego stopnia jest rowny jeden.
d@t In =1

5.Wyznaczniki macierzy A oraz A" sa

rowne.
det A = det AT
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6. Dla macierzy A stopnia n:
det (k-A) = k"-det A, keR

7.Wyznacznik iloczynu macierzy
kwadratowych tego samego stopnia jest
rowny iloczynowi wyznacznikow tych
macilerzy:
det (A-B) =det A4 - det B
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Macierz kwadratowa A nazywamy
osobliwa, gdy det A = 0.

Macierz kwadratowa A nazywamy
nieosobliwa, gdy det A#0.
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Zadania w pliku
Zadania_macierze _wyznacznik.pdf

Uwaga
Do obliczania wyznacznika macierzy

mozna wykorzystaé¢ funkcje arkusza
kalkulacyjnego (np. CALC, EXCEL):

WYZNACZNIK.MACIERZY
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1. Zapis macierzowy ukladu rownan
2. Uklad Cramera

3. Wzory Cramera
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Przykilad 1.

Dla danych macierzy A, X, b wykonaj:
a) oblicz iloczyn A-X,
b) zapisz warunki, przy ktorych zachodzi
rownanie AX = D.

-
-1 0 2 -2 X, -

A= 0 1 -2 1| "T|y |b=
2 -1 1 -1 x| L1
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_@ 0 2 -2
A3x4'x4x1: @ 1 -2 1)-

(2 -1 1 -1

Fr e

(1) % +0-X,+2-%X, +(=2)-x,
0-% +1-X,+(=2) %, +1-x,
2% +(=1) %, +1- X, +(=1)- X,

=X, +2X,—2X,

X, —2X5 + X,

22X =Xt X=X,

13x1 3x1
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— X, + 2%, —2X,
AX=| X, —=2X;+X,

22X =X, F X=X,
(— X, +2X, —2X, =5
1 X, =2X; + X, =1

22X — X, + X3 —X, =1

AxX =D

uklad rownan liniowych
W zapisie macierzowym

uklad rownan liniowych
w zapisie klasycznym

Anna Rajfura, Matematyka
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Dany uklad réownan zapisz w postaci
macierzowej.

— X, +2X, —2X, =-5
X, —2X; + X, =1

22X =X, + X3 =X, =1
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Macierzowy zapis ukladu rownan: Ax = D.
— X, +2X, —2X, =-5
X, =2X, + X, =1

22X =X, + X3 =X, =1

Uklad réwnan zapisany z wyszczegélnieniem
wspolczynnika przy kazdej niewiadomej:

(-1)-x,+  0-x,+ 2-X,+ (=2)-x,= -5
10X+ Lx+ (-2)x+  1x, =
2-%, + (=1)-x, + 1-x,+ (=1)-x, =

Anna Rajfura, Matematyka 56
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Uklad rownan liniowych:

A —

A X+ aX, + +a, X, = bl
a X+ aX+ ... +a,X =b,
QX+ A%, + +a. X =b_
mozna zapisa¢ w postaci Ax = b, gdzie:
A, ... &, X b,
a ... a X b
.22 .2n X — 2 b _ .2
amz amn_ _Xn_ _bm_

Anna Rajfura, Matematyka
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W odniesieniu do ukladu rownan liniowych
w postaci AX = b, stosowane sa okreS$lenia:
A - macierz ukladu (wymiar m x n)

X - wektor niewiadomych (wymiar n x 1)

b - wektor prawych stron (wymiar m x 1)
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Uklad rownan liniowych

AX =D

nazywa si¢ ukladem Cramera, jesli
macierz ukladu A jest kwadratowa
| nieosobliwa.

Uklad Cramera posiada dokladnie jedno
rozwigzanie.

Uwaga na tablicy.
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* wzory Cramera

* metoda macierzy odwrotnej *
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Rozwiazanie ukladu rownan Cramera AX = D,
gdzie:

A — macierz stopnia n,

X = [X1, X2, ..., Xn]", b =1[b1, by, ..., bn]",
podaja wzory Cramera:

X_detAi
" detA

gdzie: Ai- macierz powstala po zastapieniu
I-te] kolumny macierzy A kolumna
prawych stron b.

Anna Rajfura, Matematyka 62
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Wyznacz rozwiazanie ukladu rownan przy uzyciu
wzorow Cramera.

(2%, + 2%, =1
IX, —2%, =1

=X, — X, +3%X; =0

Posta¢ macierzowa ukladu, to Ax=b, gdzie

2 0 2 X, -1
A= 0 1 -2 X=X, b=| 1
-1 -1 3 X5 0
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Czy dany uklad jest ukladem Cramera?

2 0 2
det A=det| 0 1 -2|=
-1 -1 3
2 0 2
0 1 -2

=[6+0+0]-[(-2)+4+0]=6-2=4
Mamy det A+0, wiec uklad Ax = b jest
ukladem Cramera.
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Macierz Az

det A, =det

2 0 2 —1

0 1 -2 b=| 1
-1 -1 3 0
-1 0 2

1 1 -2|=-3

0 -1 3

Anna Rajfura, Matematyka
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Macierz As:

det A, = det

2
0
-1
2
0

0 2 -1

1 -2 b=| 1
-1 3 0
-1 2

1 -2|=6

0 3

Anna Rajfura, Matematyka
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Macierz As:

det A, = det

2
0

0
1
—1

2
—2

Anna Rajfura, Matematyka

67



Po podstawieniu do wzoréw Cramera:
2 Uwaga. Te trzy liczby

X det A _3 —_  stanowiag JEDNO
1 det A 4 4  rozwiazanie ukladu réwnan
liniowych. Mozna je zapisa¢
‘ — detA, 6 11 w postaci wektora:
— — - S
* detA 4 T2 -2
det A, 1 :
X3 — —— X = 15
detA 4
1
4

68
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Sprawdzamy, czy zachodzi Ax = b:

2 0 2][-2] [2:(-%)+0-11+2.1 1 [-1
Ax=| 0 1 =2||1L|=]0-(-3)+1-11+(-2)-1 |=]| 1
S1 -1 3[4 (DD aes ] | o
-
b=| 1
O_

Zatem wektor x” =[-2 11 1] jest
poszukiwanym rozwigzaniem ukladu
rownan AX = D.

Anna Rajfura, Matematyka
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