Statystyka i modelowanie
w naukach o srodowisku



Czym jest statystyka?

Statystyka (niem. Statistik, ,badanie faktow i osob publicznych”,
z tac. statisticus, , polityczny, dot. polityki”, od status, , panstwo,
stan”) — nauka, ktorej przedmiotem zainteresowania sa metody
pozyskiwania i1 prezentacji, a przede wszystkim analizy danych
opisujacych zjawiska, w tym masowe.

zebranie duzej ilosci danych
prezentacja

analiza

interpretacja



Wyklad 1

Elementy statystyki opisowe;



Pozyskiwanie danych

Badanie statystyczne, w ramach ktorego dokonuje sie obserwagji
statystycznej (pomiarow lub zliczania)



Prezentacja danych

Przedstawienie danych w postaci ulatwiajacej ich analize i ocene:
tabele
wykresy



Analiza i interpretacja danych

Analiza za pomoca metod opisu statystycznego
Statystyka matematyczna i metody rachunku prawdopodobienstwa



Badanie statystyczne

Dotyczy zawsze pelnych zbiorowosci, ktorych elementami sa
obiekty materialne lub zjawiska.

Zbiorowosc statystyczna — populacja generalna lub zbiorowos¢
generalna

Populacja generalna skonczona - zbiorowos¢ mieszkancow
Polski, zbiorowos¢ indywidualnych gospodarstw rolnych w
pewnym wojewodztwie

Zbidr elementéw nieskonczony — zbiorowos¢ rzutdéw moneta,
zbiorowos¢ mozliwych wynikow pomiarow wytrzymatosci
materiatu



Populacja generalna

Elementy populacji posiadaja cechy statystyczne - witasciwosci,
ktore podlegaja obserwagji statystycznej (populacja Polski — ptec,
wiek, wzrost, wyksztalcenie)

Cechy statystyczne — mierzalne (wzrost, waga) i niemierzalne
(plec, kolor oczu)

Elementy populacji generalnej zwykle posiadaja rozne wartosci
cechy statystycznej — rozklad cechy (cech)



Rodzaje badan statystycznych

Pelne (wszystkie elementy zbiorowosci generalnej)
Czesciowe (czes¢ elementow zbiorowosci generalnej - probe)

Badania moga byc obcigzone bledami podczas organizagi
badania, pomiaru cech i przetwarzania wynikow.
Badania czgsciowe sgq narazone na bledy wyboru proby.



Wnioskowanie statystyczne

Statystyka matematyczna - badania czeSciowe
Uogolnienie wynikow na cala populacje elementow i
oszacowanie wielkosci popelnionych btedow - wnioskowanie
statystyczne:
Estymacja (szacowanie) nieznanych wartosci parametrow rozkladu cechy
w populacji
Sprawdzanie stusznosci hipotez dotyczacych wartosci parametrow
rozkladow cechy w populacji lub postaci rozktadu



Losowy dobor proby

Znalezienie sie poszczegdlnych elementow populacji w probie
jest losowe:

Kazda jednostka populacji generalnej ma dodatnie znane
prawdopodobienstwo znalezienia si¢ w probie

Istnieje mozliwosc¢ ustalenia prawdopodobienstwa znalezienia sie w
probie dla kazdego zespotu elementow populacji

Proba losowa — proba otrzymana w wyniku doboru losowego



Losowanie proste

Wszystkie elementy populagji maja jednakowe
prawdopodobienstwo dostania sie do proby i
prawdopodobienstwo to nie zmienia si¢ w czasie (losowanie ze
zwracaniem, losowanie niezalezne)

Populacja nieskonczona — przeprowadzenie serii n niezaleznych
eksperymentow z zachowaniem identycznych warunkow



Metody opisu statystycznego

Metody stuzace do przedstawienia charakterystyki zbioru
badanej cechy, czyli wyznaczenie liczbowych parametrow
okreslajacych badany zbior danych

Punkt wyjscia do wnioskowania, gdy zbidr jest proba losowa

Zamkniete badanie, gdy analiza dotyczy pelnej zbiorowosci generalne;



Empiryczny rozkiad cechy

Przyporzadkowanie uszeregowanym rosnaco wartosciom,
przyjmowanym przez ceche, odpowiednio zdefiniowanych

czestosci ich wystepowania



Empiryczny rozklad cechy - przyktad

Sprawdzono 20 stron maszynopisu znajdujac na nich nastepujace
liczby bledow 0, 3,1, 1,2,2,0,0,3,5,0,1,2,2,1,1,0,1,1, 1

Zbiorowosc — 20 stron maszynopisu
Cecha — liczba bledow na stronie
Cecha skokowa



Empiryczny rozklad cechy - przyktad

liczba btedow xi
0

g1 == W D =

Suma

liczba stron ni

5

_ O N B 0

20

czestosc stron wi

0,25
0,4
0,2
0,1

0

0,05

1



Wartosci rzeczywiste cechy

Cechy ciagle

Przedzialy klasowe

Rozpietosc przedziatu hi = x1i - x01
Srodek przedziatu xi = (x0i — x1i)/2

Liczba przedziatow, zwykle 5<k <20, k<5logn, n-liczebnosc
zbiorowosci



Szereg rozdzielczy, histogram

Xj.o X,

rozstep cechy x

max_ min

30-60 6-8
60-100 7-10
100-200 9-12
200-500 11-17

500-1500 16-25



Wartosci rzeczywiste cechy - przyktad

Zmierzono czas obstugi przy kasie sklepowej 25 losowo
wybranych klientow, uzyskujac dane (czas w s): 15, 37, 34, 9, 61,
24,56, 52, 6, 35, 21, 46, 86, 40, 74, 39, 48, 55, 73, 92, 43, 78, 67, 30,
29.



Wartosci rzeczywiste cechy - przyktad

czas obstugi klienta (s)

y0i-y1i liczba klientéw ni czestosc klientow
0-20 3 0,12
20-40 9 0,36
40-60 6 0,24
60-80 5 0,2
80-100 2 0,08

suma 25 1



Dystrybuanta empiryczna

* Przedstawienie empirycznego rozkladu
skumulowanych czestosci wzglednych

cechy za pomoca

 Dystrybuanta empiryczna jest funkcja niemalejaca, ograniczong w

przedziale <0,1>

F(X) =+

(

s=1

0,X < X,

i
D W, X S X< Xy ¢

1, X=X,
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Dystrybuanta empiryczna - przyktad

Skumulowana liczba dystrybuanta
liczba btedow xi stron ni empiryczna Fn(xi)
0 5 0,25
1 13 0,65
2 17 0,85
3 19 0,95
4 19 0,95

5 20 1

n(2) = 17, na 17-tu stronach bylo nie wiecej niz po 2 btedy, F(2)=0,85, stanowily one 85% wszystkich stron
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Miary potozenia rozktadu

Srednia arytmetyczna

Mediana rozktadu empirycznego

Wartos¢ modalna (moda, dominanta)




Miary polozenia rozktadu

Srednia arytmetyczna

dla liczb x4, ..., x,
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Miary potozenia rozktadu

Mediana rozktadu empirycznego — wartosc cechy, dla ktorej co
najmniej polowa jednostek zbiorowosci ma wartosc cechy nie
wieksza od niej i rownoczesnie co najmniej polowa jednostek ma
wartosc cechy nie mniejsza od tej wartosci

([ xn+1,  gdynnieparzyste
2
Me =141

Q (xg + x%+1)’ gdy n parzyste




Miary potozenia rozktadu

Mediana rozkladu empirycznego — przykiad

Z populacji generalnej pobrano n=50-elementowa probke i
przebadano ze wzgledu na cech¢ X. Wyznacz mediang.

36 56 46 59 4,7
50 355 51 42 64
40 54 4,7 64 51
4,7 52 3,0 53 34
52 4,1 55 45 5,2
59 50 61 49 6,2
45 3,1 3,8 40 44
53 58 49 5,2 43
55 48 56 3,3 5,8
39 44 6,1 54 3,7



Miary potozenia rozktadu

Mediana rozkladu empirycznego — przykiad

Porzadkujemy probke niemalejaco.

3,031 33 34 35 3,6 37 3,8 39404041 42 43 44 44 45 45 4,6 4,7 4,7 4,7 48 49 4,9

505,051 51 52 5,2 5,2 52 53535454 5555 56 56 585859596161 6264 64

x25=4/9 4‘,9 + 5
x26=5,0 me — 2 — 4,95




Miary potozenia rozktadu

Wartos¢ modalna (moda, dominanta)

dla liczb x4, ..., x,, 0 powtarzajacych sie wartosciach, to najczescie;
powtarzajaca si¢ wartosc



Miary potozenia rozktadu

Wartosc modalna (moda, dominanta) — przykiad
probka I: 16, 13, 15, 17, 16, 16, 15, 14, 12, 17, 16, 18, 14, 15, 17, 16
probka II: 27, 24, 28, 24, 25, 23, 29, 26, 29, 25

12 1 23 1
13 1 24 2
14 2 25 2
15 2 26 1
16 5 27 2
17 2 28 1
18 1 29 2

wartos¢ modalna: probka I - 16, prébka II - brak




Miary zroznicowania cechy

* Wariancja 2 _ 1 3 (%, - X)?
n-143

* Wspotczynnik zmiennosci

x| | »



Miary zroznicowania rozktadu

Kwantyl rzedu p (0<p<1) w rozktadzie empirycznym — wartosc cechy k,, dla ktore;
- jako pierwszej — dystrybuanta empiryczna: F,(k,)2 {

Kwantyl rzedu 1/2 to inaczej mediana.

Kwantyle rzedu 1/4, 2/4, 3/4 sa inaczej nazywane kwartylami.

Kwantyle rzedu 1/5, 2/5, 3/5, 4/5 to inaczej kwintyle.

Kwantyle rzedu 1/10, 2/10,..., 9/10 to inaczej decyle.

Kwantyle rzedu 1/100, 2/100,..., 99/100 to inaczej percentyle.

Zmierzono inteligencje 20 0sob:

74, 80, 80, 85, 92, 94, 97, 98, 98, 100, 101, 101, 104, 104, 106, 109, 112, 115, 128, 137

Kwantylem rzedu 0,25 (Czyh Iplerwszym kwartylem) jest tutaj liczba 92, gdyz
doktadnie piec probek czyli 1/4 z populacji 20 probek) ma wartos¢ mniejsza lub
rowna 92. Kwantylem rzedu 0,75 (czyli trzecim kwartylem) jest tu liczba 106.



Miary rozkladu

Wyznacz miary rozproszenia 25-elementowej uporzadkowanej probki:

2,15 2,18 2,19 2,27 2,29 2,31 2,33 2,41 2,43 2,47 2,52 2,54 2,55

2 1 < -\ 2
YT x. = 25964, m, = x4 = 2,55 s =n—_1§(x,- - %)

X ==
n =1

2,61 2,62 2,73 2,73 2,75 2,81 2,85 2,97 3,00 3,01 3,08 3,11

Q1 =x7, = 2,33
3 — X19 = 2,81



/Zmienna losowa

* E — zbior zdarzen elementarnych danego doswiadczenia

* Zmienna losowa - funkcja X(e) przyporzadkowujaca kazdemu
zdarzeniu elementarnemu e ze zbioru E tylko jedna liczbe X(e) = x



Rozklad prawdopodobienstwa

* Rozklad zmiennej dyskretne;
* Rozklad zmiennej cigglej



Funkcja prawdopodobienstwa

* Funkcja prawdopodobienstwa dla zmiennej skokowej X
przyjmujacej wartosci x;, i=1,2, ...



Funkcja gestosci prawdopodobienstwa

* Funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej ciagtej
— funkgja f(x), okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych taka, ze:

. £(x)>0

b
f f(x)dx =P(a< X <b)dlaa<b



Parametry rozktadu

e Wartos¢ oczekiwana

E(X) =+

( z X;Pi dla zmiennej losowej skokowej
i

f xf(x)dx dla zmiennej losowej ciggltej
\/ — 00

\

J




Parametry rozktadu

* Wariancgja zmiennej losowej X

D?(X) = «

( z —EX))*p dla zmiennej losowej skokowej

J [x; — E(X)])*f(x)dx  dla zmiennej losowej ciagtej
\/ — 00

\

J




Rozktad zmiennej dyskretnej
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wartosc oczekiwana i wariancja zmiennej
losowej X

x J1 (3 |7
P, 0.2 0.5 0.3

« E(X)=3.80
« Var(X)=4.96



Rozklad jednostajny dyskretny

_ — — — — — —

_  —_—  —_—  —_— —_ —_ =
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J(x)




Rozklad jednostajny dyskretny - przyktad

* Rozklad wynikow rzutu jedna kostka.

e E(X)=3.5
e Var(X)=2.92



Rozklad zero-jedynkowy

* Zmienna losowa przyjmuje wartos¢ 1 z prawdopodobienstwem
0<p<1 oraz wartosc 0 z prawdopodobienstwem g=1-p

* Doswiadczenie, ktorego rezultatem sa dwa wzajemnie
wykluczajace sie zdarzenia losowe:
* Strzat do celu — trafienie lub jego brak
 Ziarno wykietkuje lub nie



Rozklad dwumianowy (Bernoulliego)

* Zmienna losowa ma rozkltad dwumianowy, jesli przyjmuje
wartosci k=0, 1, 2, ..., n z prawdopodobienstwem:

/n\ K n—Kk
P(X =K) = P (1-p)
\/




Rozklad dwumianowy

* Rezultat doswiadczenia — zdarzenie A Z
prawdopodobienstwem p lub przeciwne z
prawdopodobienstwem g=1- p (sukces — porazka)

* Doswiadczenie powtorzone n - krotnie w sposob niezalezny;,
czyli prawdopodobienstwo sukcesu jest w pojedynczych
probach state i rowne p.



Rozklad dwumianowy
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Rozklad dwumianowy

* E(k)=np
+ Var(k) = np(1-p)



Rozklad dwumianowy -

przyklad

Z partii nasion o sile kietkowania 90% wylosowano 10 nasion.
Podaj rozktad liczby nasion, ktore wykietkuja.



Rozklad dwumianowy - przyktad

Smiertelnos¢ szczuréw zarazonych pewna choroba wynosi 85%. Obserwacji bedzie
podlegac grupa 20 zarazonych szczurow. Wykorzystujac wartosci dystrybuanty, oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze na 20 zarazonych szczurow przezyje:

a) wigcej niz 12,

b) co najmniej 5,

c) doktadnie polowa,

d) nie wigcej niz potowa,

e) mniej niz potowa.



Rozktad Poissona o parametrze A>0

* Zmienna losowa X przyjmujaca wartosci k=0, 1, 2, ..., ktorej
funkcja prawdopodobienstwa:

k
P(X =k) = %eﬂ



Rozklad Poisson’a

0.40— . . .
0.350 1 ° A=l
0.30f | ® A=4
'. o A=10
—~0.25} | .
x 0.20f | o |
L/
“o15f o ® :
."I \ I"'. AT, :
0.10 . \ }i G\QCKO ; 1.0— T WYY Y Y Y Y e T
0.05f / % . 1 o 0-
y o \ o ; . 0—
DDD b GE' e Tk -
0 5 10 15 20 o o
k
< 0.6} . o .
;ug
k Soaf  * ° |
A _/1 @ o @ =1
f(k)_k'e 02t ¢ o o \=4 |
n - o o ..-'.";:1{]
hle 1 1
0075 5 10 15 20
K

http://en.wikipedia.org/wiki/Poisson_distribution



Rozklad Poisson’a

*E(k)=A
* Var(k) = A



Rozklad Poissona - przykiady

* Liczba usterek w produkowanych urzadzeniach
* Liczba zgloszen szkod ubezpieczeniowych w okreslonym czasie

* Liczba czastek alfa emitowanych przez substangje
radioaktywna w krotkim czasie

* Liczba bledow drukarskich na jednej stronie



Rozklad Poissona

* Dystrybuanta

Fix)= ) —e ™ x€R

k<x

» Wartosc¢ oczekiwana E(X)=A
» Wariancja zmiennej losowej D*(X)=A



Rozklad normalny (Gaussa)

* Zmienna losowa X ma rozklad normalny o parametrach m oraz
o — X:N(m, 0), jesli funkcja gestosci:

_(x=m)*

20 _ o< X<o0,0>0




Rozktad normalny - przyktady

 Waga lub wzrost osobnikow jednorodnych populacji ludzkich
ub zwierzecych

 Plon na jednakowych poletkach doswiadczalnych
* Losowe btedy pomiarow




Rozktad normalny

1 X _(t-m)?
F(x) = J e 207 dt
oV2T J—w

1 ® _(x-m)?
E(x) = J xe 202 dx=m
oV21mTJ-w

(x—m)*?

1 x _x=m)”
J (x —m)%e 202 dx =¢?

o\ 21

D?(x) =
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