
𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 1 − 𝑥 

𝑓(𝑥) = (𝑥 − 3)√𝑥 

𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 8𝑥2 + 7 

𝑓(𝑥) =
𝑥4 − 8

(𝑥 + 1)4
 

 

CAŁKI 

Funkcją pierwotną funkcji 𝑓(𝑥) w przedziale 𝑎 < 𝑥 < 𝑏 nazywamy każdą taką 

funkcję 𝐹(𝑥), której pochodna 𝐹′(𝑥) równa się tej funkcji. 

 

Dwie funkcje, które w tym samym przedziale mają tę samą pochodną mogą się 

różnić o stałą. 

 

Całka nieoznaczona funkcji 𝑓(𝑥) po 𝑑𝑥: 

𝐹′(𝑥) =
𝑑𝐹

𝑑𝑥
                    ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

 

Jeżeli 

 ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =𝐹(𝑥) + 𝐶,  

to funkcję 𝐹(𝑥) nazywamy funkcją pierwotną, a 𝐶 stałą oraz 

𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥). 

 

Stała 𝐶: 



Jeżeli pochodna funkcji jest równa 3𝑥2, to funkcja może mieć wzór 𝑥3 + 4 lub 

𝑥3 − 1 lub w ogólności 𝑥3 + 𝐶. 

 

 

 

 

Wzory rachunku całkowego: 

 ∫𝑥𝑎𝑑𝑥 =
1

𝑎+1
𝑥𝑎+1 + 𝐶, 𝑎 ≠ −1 

np. 

∫𝑑𝑥 = 𝑥 + 𝐶        (𝑥 + 𝐶)′ = 1 

 

∫
1

√𝑥
𝑑𝑥 =∫𝑥−

1
2𝑑𝑥 =

1

−
1
2
+ 1

𝑥−
1
2
+1 + 𝐶 = 2𝑥

1
2 + 𝐶 = 2√𝑥 + 𝐶 

∫
1

𝑥2
𝑑𝑥 =∫𝑥−2𝑑𝑥 =

1

−2 + 1
𝑥−2+1 + 𝐶 = −𝑥−1 + 𝐶 = −

1

𝑥
+ 𝐶 

ale 

 ∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = 𝑙𝑛|𝑥| + 𝐶 

 

 

 ∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝐶 

 

 ∫𝑎𝑥𝑑𝑥 =
𝑎𝑥

𝑙𝑛𝑎
+ 𝐶 

 



Własności całek: 

∫(𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥))𝑑𝑥 =∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ±∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥 

 

∫𝑘𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑘∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

 

 

Przykłady: 

∫
√𝑥 − √𝑥

3

𝑥2
𝑑𝑥 = ∫(𝑥

1
2
−2 − 𝑥

1
3
−2) 𝑑𝑥 = ∫(𝑥−

3
2 − 𝑥−

5
3) 𝑑𝑥 = 

 

= ∫𝑥−
3
2𝑑𝑥 − ∫𝑥−

5
3 𝑑𝑥 =

1

−
3
2
+ 1

𝑥−
3
2
+1 −

1

−
5
3
+ 1

𝑥−
5
3
+1 + 𝐶 = 

 

= −2𝑥−
1
2 +

3

2
𝑥−

2
3 + 𝐶 =

−2

√𝑥
+

3

2√𝑥2
3 + 𝐶 

 

Całkowanie przez podstawienie 



∫
1

√2𝑥 − 3
𝑑𝑥 = ∫

𝑑𝑥

√2𝑥 − 3
=

{
 
 

 
 
𝑡 = 2𝑥 − 3

𝑡′ =
𝑑𝑡

𝑑𝑥
= 2

𝑑𝑥 =
1

2
𝑑𝑡

}
 
 

 
 

= ∫

1
2
𝑑𝑡

√𝑡
=
1

2
∫𝑡−

1
2𝑑𝑡 =

1

2

1

−
1
2
+ 1

𝑡−
1
2
+1 + 𝐶 = 𝑡

1
2 + 𝐶

= (2𝑥 − 3)
1
2 + 𝐶 = √2𝑥 − 3 + 𝐶 

 

∫
1

5𝑥 − 1
𝑑𝑥 = ∫

𝑑𝑥

5𝑥 − 1
=

{
 
 

 
 
𝑡 = 5𝑥 − 1

𝑡′ =
𝑑𝑡

𝑑𝑥
= 5

𝑑𝑥 =
1

5
𝑑𝑡

}
 
 

 
 

 

= ∫

1
5
𝑑𝑡

𝑡
=
1

5
∫𝑡−1𝑑𝑡 =

1

5
𝑙𝑛|𝑡| + 𝐶 =

1

5
𝑙𝑛|5𝑥 − 1| + 𝐶 

∫𝑥𝑒𝑥
2
𝑑𝑥 = ∫𝑒𝑥

2
𝑥 𝑑𝑥 =

{
 
 

 
 

𝑥2 = 𝑡
𝑑𝑡

𝑑𝑥
= 2𝑥/∙ 𝑑𝑥

2𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑡

𝑥𝑑𝑥 =
1

2
𝑑𝑡 }

 
 

 
 

=∫𝑒𝑡
1

2
𝑑𝑡

=
1

2
∫𝑒𝑡𝑑𝑡 =

1

2
𝑒𝑡 + 𝐶 =

1

2
𝑒𝑥

2
+ 𝐶 

 

*Całkowanie przez części 

 

𝑑(𝑢 ∙ 𝑣) = 𝑑𝑢 ∙ 𝑣 + 𝑢 ∙ 𝑑𝑣 

𝑢 ∙ 𝑑𝑣 = 𝑑(𝑢 ∙ 𝑣) − 𝑑𝑢 ∙ 𝑣 



𝑢 ∙ 𝑑𝑣 = 𝑑(𝑢 ∙ 𝑣) − 𝑣 ∙ 𝑑𝑢 

∫𝑢 ∙ 𝑑𝑣 = ∫𝑑(𝑢 ∙ 𝑣) − ∫𝑣 ∙ 𝑑𝑢 

∫𝑢 ∙ 𝑑𝑣 = 𝑢 ∙ 𝑣 − ∫𝑣 ∙ 𝑑𝑢 

 

∫𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥 = {
𝑢 = 𝑥 𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥

𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 𝑣 = ∫𝑒𝑥𝑑𝑥 =𝑒𝑥
} = 𝑥𝑒𝑥 −∫𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝐶 

 

∫𝑙𝑛𝑥𝑑𝑥 = {
𝑢 = 𝑙𝑛𝑥 𝑑𝑣 = 𝑑𝑥

𝑑𝑢 =
1

𝑥
𝑑𝑥 𝑣 = ∫𝑑𝑥 = 𝑥

} =𝑥𝑙𝑛𝑥 − ∫𝑥
1

𝑥
𝑑𝑥 = 𝑥𝑙𝑛𝑥 − 𝑥 + 𝐶 


