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Temat wykładu: 

 

 

 

Modele wzrostu populacji 

w czasie ciągłym 
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Zagadnienia 
 

1. Interpretacja pochodnej 

2. Model Malthusa  

3. Model Verhulsta 
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Wprowadzenie 
 

Niech 

y = f (t ) - wielkość populacji w chwili t 

 
  

czas t 

f (t ) 

0 T 
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Wprowadzenie cd. 
 

f (t1) – wielkość pop. w chwili t1 
 

f (t2) – wielkość pop. w chwili t2 
 

f (t2) – f (t1) zmiana wielkości 

populacji (przyrost, spadek) 

w czasie od t1 do t2 
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Wprowadzenie cd. 
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Wprowadzenie cd. 
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Wprowadzenie cd. 
 

 

 

12

12
)()(

tt

tftf

−

−

 

 

szybkość zmiany 

wielkości populacji 

 
  



 

Anna Rajfura, Matematyka  8 

Wprowadzenie cd. 
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Wprowadzenie cd. 
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Model Malthusa 
 

Szybkość zmiany wielkości populacji 

w chwili t jest wprost proporcjonalna* 

do wielkości populacji w chwili t. 

 

 

* - współczynnik proporcjonalności r  
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Model Malthusa cd. 
 

Szybkość zmiany wielkości populacji 

w chwili t  jest wprost proporcjonalna 

do wielkości populacji w chwili t. 
 

( ) ( )tyrty =
 

 

y = y (t ) – wielkość populacji w chwili t 
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Model Malthusa cd. 
 

( ) ( ) ( )
0

0, yytyrty ==
 

 

y = y (t ) – wielkość populacji w chwili t 
 

r – współczynnik wzrostu populacji, Rr   
 

r = r b – r d , r > 0 lub r < 0 
 

r b – współczynnik urodzeń 
 

r d – współczynnik śmiertelności 
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Model Malthusa cd. 
 

Równanie o zmiennych rozdzielonych: 
 

( ) ( )tyrty =
 

 

Warunek początkowy: 
 

( )
0

0 yy =
 

Rozwiązanie: 

( ) treyty
0

=
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Rozwiązanie dla y0=1 r = 1 
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Rozwiązanie dla y0=1 r = 2 
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Rozwiązanie dla y0=1 r = 0,5 
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Ocena modelu Malthusa 
 

Gdy r > 0, y0 > 0, to 

 
 

( ) +⎯⎯⎯ →⎯=
+→t

treyty
0  
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Rozwiązanie dla y0=1 r = -1 
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Rozwiązanie dla y0=1 r = -2 
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Rozwiązanie dla y0=1 r = -0,5 
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Ocena modelu Malthusa 
 

Gdy r < 0, y0 > 0, to 

 
 

( ) 0
0

⎯⎯⎯ →⎯=
+→t

treyty
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Ocena modelu Malthusa 
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Uwagi do modelu Malthusa 
 

( ) ( )tyrty =
 

 

Uwaga 1 

Funkcja g(y) powinna uwzględniać 

konkurencję wewnątrzgatunkową 

 

Uwaga 2 

Należy uwzględnić pojemność środowiska 
  

g (y ) 
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Propozycja Verhulsta 
 

( ) 







−=
k

y
ryg 1

 

 

g (y ) – współczynnik wzrostu 

zależny od liczebności populacji 
 

r , k – stałe dodatnie 
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Przebieg zmienności funkcji g(y) 
 

( ) 







−=
k

y
ryg 1

 
 

( ) y
k

r
ryg −=

 
 

g(y) jest liniową funkcją zmiennej 

y, zatem wykresem tej funkcji jest 

prosta. 
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Przebieg zmienności funkcji g(y) 
 

( ) 







−=
k

y
ryg 1

 

DZIEDZINA:  y > 0 
 

PUNKTY WSPÓLNE Z OSIAMI: 

A( 0, r ),    B( k, 0 ) 
 

GRANICE:
 

( ) ( ) −==
+→→ +

ygryg
yy
lim,lim

0
  

MONOTONICZ.: dziedziniewg   
  



 

Anna Rajfura, Matematyka  27 

Przebieg zm. funkcji ( ) y
k

r
ryg −=  
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Model Verhulsta 
 

𝒚′(𝒕) = 𝒓 (𝟏 −
𝒚

𝒌
) 𝒚,   𝒚(𝟎) = 𝒚𝟎 

Równanie logistyczne 
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Model Verhulsta 
 

𝒚′(𝒕) = 𝒓 (𝟏 −
𝒚

𝒌
) 𝒚,   𝒚(𝟎) = 𝒚𝟎 

Równanie logistyczne 
 
 

Rozwiązanie szczególne: 
 

 𝒚(𝒕) =
𝒌𝒚𝟎𝒆𝒓𝒕

𝒚𝟎𝒆𝒓𝒕 + (𝒌 − 𝒚𝟎)
=   

𝒌

𝟏 + ( 𝒌
𝒚𝟎

− 𝟏) 𝒆−𝒓𝒕
  

 

Wykresem jest krzywa logistyczna. 
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Krzywa logistyczna 
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Krzywa logistyczna - własności 
 

 

Wzór opisuje rodzinę 
rozwiązań startujących  
od wartości początkowej 

y0>0. 
 

Dla y0>k  rozwiązanie maleje 

do k, a dla y0<k rośnie do k. 
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Krzywa logistyczna - własności 
 

 

Dla ( )ky 2
1

0 ;0
 
rozwiązanie 

posiada punkt przegięcia 
(najszybszego wzrostu). 

( ) ( ) ktyty pp 2
1,0 ==

 

 
Wówczas przedziale 

( )pt;0  funkcja jest wypukła, 

a w przedziale  

( );pt  
wklęsła. 
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Modelowanie wzrostu 
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Modelowanie wzrostu 
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Modelowanie wzrostu 
 

 


