Temat wykiadu:

Kody kolorow:

zofty - nowe pojecie
pomaranczowy — uwaga
kursywa - komentarz

* — material nadobowigzkowy
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N

. Pochodna

. Zastosowanie pochodnej do badania
monotonicznosci funkcji

- Wykrywanie ekstremow lokalnych
. Granica funkcji - reguta de L’Hospitala
. Badanie przebiegu zmiennosci funkcji
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Niech
f: D R, x, < D, y = f(x),

Rozpatrujemy:
ciag argumentow X, > X,

ciag wartosci f ( X, )

ciag ilorazow roznicowych

granice fego ciagu ...
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Niech f: D> R, x,<D, (x,) - taki ciag, ze
x,c D dla kazdego n< N' oraz lim x, = x,.

n— oo

Jezeli istnieje skonczona granica ciagu
f(){ )_ f(xo)

n

ilorazéw réznicowych lim
X, Xg X, — X,

niezalezna od wyboru ciagu (x,), to

nazywamy ja pochodna funkcji fw punkcie
Xo 1 piszemy

Fix,) - fim TO) = £0%)

Xh_)xo Xn - Xo
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Z tej definicji oraz twierdzen opisujacych
wlasnosci pochodnej wyprowadza sie
wzory na pochodne funkcji elementarnych
podane dalej.
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Pochodna funkcji jest rowniez pewna
funkcja. Nizej podano przykitfady zapisu
pochodnej.

wzor funkcji wzor pochodnej
f(x)=x*+1 f(x)=2x
g(x)=e” g(x)=e”

hx)=5 hH(x)=0
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Obliczanie pochodnej funkcji f nazywa sie
rozniczkowaniem funkcgiji £
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Funkcja stala: f(x)=c
Pochodna funkcji statej: f'(X) =0
Konwencja zapisu:

Pochodna funkcji statej

() =0 (1)
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Pochodna funkcji potegowej
/

(%) = a- x*1

(2)
- stala, ac R
Pochodna funkcji wykladniczej
/
a-stata, a> 0
Pochodna funkcji logarytmicznej
log, x) =
x-Ina (4)

a-stata, a>0,a=1

10
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Reguly rézniczkowania

[a-f(x)]|=a F(X) ,_ctata, a<R
[F(x)+ g(x)] = F(x)+ g'(x)
F(x)- g(x)] = F(%)- g(x)+ f(x)- g(x)

0] F(x) 900 F(x) g(x)

g(x) g’ (x)

Q
:_I\\
x
|
Q
=
x
~
x
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f: (a;h)>R

Dziedzina Dr= (a; b), zbior wartosci Y, c R

Mowimy: funkcja fokreslona na przedziale
(a; b) o wartosciach rzeczywistych

Jezeli f:(a;b)—> R i w kazdym punkcie

xc(a;b) istnieje pochodna funkcji f (x), to

mowimy: funkcja f jest réozniczkowalna
(gtadka) na przedziale (a; b).

12

Anna Rajfura, Matematyka na kierunku Biologia w SGGW



Anna Rajfura, Matematyka na kierunku Biologia w SGGW

13



znak
3 pochodnej f

monotonicznos¢
funkcji f
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znak
pochodnej f

monotonicznos¢
funkcji f
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znak
0 pochodnej f

a b

funkcja stata monotonicznosc¢

funkcji f
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Dana jest funkcja f:(a;b)—> R

rozniczkowalna na przedziale (a; b).

V 4

Jesli
Vxe(a;b) f'(x)>0, to fT na(a;b)

V 4

Jesli
Vxe(a;b) f'(x)<0, to f< na(a;b)

Jesli
Vxe(a;b) f'(x)=0, to f stalana(a;b)

17
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Zadanie. Wyznacz dziedzine i przedziaty
monotonicznosci funkcji

X

f(x)=—x

e
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Zadanie. Wyznacz dziedzine i przedziaty
monotonicznosci funkcji

X

f(x)=—x

e

Odpowiedzi
D=R
f(x)T dla xe[—oo;l)

fx)d dla xe(l;+w)
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Ekstrema lokalne: minimum, maksimum

TNl .
N — X

21
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Xo1

N
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Funkcja f: (a; b) — R ma minimum lokalne
w punkcie X, < (@3;b), gdy istnieje taki

przedziat (xo-r; xo+r) zawarty w dziedzinie, ze
wartos¢ f{x,) jest najmniejsza ze wszystkich
wartosci funkcji w tym przedziale.

Funkcja f: (a; b) — R ma maksimum lokalne
w punkcie X, € (a3;b), gdy istnieje taki
przedziat (xo-r ; xo+r) zawarty w dziedzinie, ze
wartos¢é fix,) jest najwieksza ze wszystkich
wartosci funkcji w tym przedziale.

29
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Niech funkcja f: (a; b)—)R bedzie

rozniczkowalna na przedziale (a ; b).
Jesli fposiada ekstremum lokalne

w punkcie x, €(a, b) to f'(xo) = 0.

Wniosek z tw. 2

Warunek f (x0) = 0 jest warunkiem
koniecznym istnienia ekstremum
lokalnego w punkcie xo. Nie jest jednak

warunkiem dostatecznym.
31
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= QO = znaki f’
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= QO = znaki f’

monotonicznosc f

maksimum
lokalne w X

33
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Jesli funkcja f: (a, b)—) R jest rézniczkowalna
na przedziale (a,b) i dla pewnego Xx, € (a, b)
zachodzi f (x0)=0 oraz istnieje taki przedzial
(xo-r ; xo+r) nalezacy do dziedziny, ze dla

X e (X, —r,X,) f(x)>0 oraz dla X € (X,y X, +T)
f (x) < 0, to funkcja f ma w punkcie X,
maksimum lokalne.
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- 0 znaki f’

Anna Rajfura, Matematyka na kierunku Biologia w SGGW

35



- 0 znaki f’

monotonicznosc f

minimum
lokalne w X,

36
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Jesli funkcja f: (a, b)—) R jest r6zniczkowalna
na przedziale (a,b) i dla pewnego X, € (a, b)
zachodzi f (x,) = 0 oraz istnieje taki przedziatl
(xo-r ; xo+r) nalezacy do dziedziny, ze dla

X e (X, —r,X,) f(x)<0 oraz dla X € (X, X, +T)

f (x) > 0, to funkcja f ma w punkcie X, minimum
lokalne.
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Zad. Wyznacz ekstrema lokalne funkcji

f(x):eix, xeR

Rozwiazanie

=[] -2

f'(x)>0<=x<1

f'(x)<0<=x>1
f'(x)=0=x=1
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znaki f: + O =

monotonicznos$é £ / Xo="1 \

maksimum lokalne

Funkcja f(x)zix jest :
e

fldlax<1, fidlax>1.

Dla x=1 przyjmuje maksimum lokalne o wartosci
1
Y max :f(l):_°

e
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Tw 5. Jes$li w wyrazeniu Ilm;((x))a iloraz

X— X

funkcji jest wyrazeniem nieoznaczonym

0 o0
typu [5] lub [5} oraz istnieje granica

ilorazu pochodnych tych funkcji Ixi%@;,((;)),
to
fx) f'(x)
lm ) 135} g'(x)

Uwaga. Tw. 5 jest prawdziwe dla X,
skonczonych oraz dla X, =1, a takze dla

granic jednostronnych.

Anna Rajfura, Matematyka na kierunku Biologia w SGGW

40



Zadanie. Oblicz granice

. X
Iim —

x—>+w €
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Zadanie. Oblicz granice

. X
Iim —

x—>+w €

Rozwiazanie

im ~ = Lm &) =-lim — =0
e X—>+ o0 (ex) e

X—>+ 00 X—>+
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Zadanie. Dla funkcji danej wzorem y = f(x)
wyznacz:

dziedzine

punkty wspolne wykresu z osiami OX, OY
granice oraz asymptoty

pochodng f’ (x) oraz przedziaty
monotonicznosci i ekstrema lokalne
zestaw wyniki w tabeli

naszkicuj wykres

ol o

o o

44
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Zadanie. Wykonaj badanie przebiegu zmiennosci
funkciji

Na tablicy

45
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Funkcja logistyczna

................................................ e -
1,
5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
m——y1=2/[1+3exp(-X)] = = =as.

Anna Rajfura, Matematyka na kierunku Biologia w SGGW



Funkcja logistyczna

f(x)—1+b

= y1=2/[1+3exp(-x)] = y2=1/[1+2exp(x)]
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Zadanie. Wykonaj badanie przebiegu zmiennosci
funkciji

Fx)= 25

e
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z OX:

z 0OY:
fen sam
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y = 0 as. pozioma prawostronna
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f(x) = e—’f,
(3]

f(x)>0< x<1
f(x)<0<= x>1
f(x)=0< x=1
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4. Pochodna i wnioski cd.

znaki f: + 0 .

A ™\

maksimum
lokalne

Funkcja f(x) = X jest
eX

fldlax<1, fldlax>1,

dila x=1 przyjmuje maksimum lokalne

o wartosci y___ = f(1)= 1.

e
53
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X (-~351) 1 (15 2) 2 (25 + )
f " (x) + 0 - - -
ymax pp
0/ 21 N\ \_
- 00 0

y=0 as. pion.

prawostr.
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oY

OX
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