Temat wykiadu:

Kody kolorow:

zofty - nowe pojecie
pomaranczowy — uwaga
kursywa - komentarz

* — material nadobowigzkowy
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1. Przypomnienie: funkcja, argument,
wartosc¢, dziedzina, zbior wartosci,
miejsce zerowe, wykres,
monotonicznosé¢, ekstremum (globalne)

2. Granica funkcji

3. Asymptoty funkcji
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Definicja. Niech X —c R, Y c R.

Funkcja fokreslona na zbiorze X

o wartosciach ze zbioru Y nazywamy
przyporzadkowanie kazdej liczbie xc X
dokliadnie jednej liczby yc Y.

Ozn.: f: X-Y
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f: XY X f >y y = f(x)

x - argument funkcji, x X
X - dziedzina funkcji

D, D - oznaczenie dziedziny funkciji f,
w tym kursie przyjmujemy, ze D R.

y = f(x) - wartosc funkcji
' yeY :istnieje xc X takie ,ze y=f(x)}=Y,

Yw — zbior wartosci funkcji YvcY
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tabelka wykres

%

X1 X2 X3

Y|y | Y2 | V3

WZOr

g(x) = Tx -1 )
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Wykres funkcji rysujemy w uktadzie
wspoirzednych kartezjanskich XO0Y.

Uktad tworza osie liczbowe:
pozioma OX - o$ odcietych

pionowa QY - oS rzednych

Definicja. Jesli funkcja f: X —> Y dana jest

wzorem y=f(x), to wykresem funkcji

w ukltadzie XOY jest zbior wszystkich punktow
o wspotrzednych (x, y) takich, ze x jest
argumentem funkcji, a y jest wartoscia
funkcji dla argumentu x (y = [ x)).
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Y y=f(x)

wartosci

X

argumenty
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Na wykresie funkcji:

e punkt zaznaczony kropka nalezy do
wykresu,

e punkt zaznaczony pustym kotkiem nie
nalezy do wykresu.

yv=f(x) Y
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Gdy na rysunku wykres nie jest
zakonczony ani kropka, ani pustym
kotkiem oznacza to, ze biegnie dalej.

l£biegnie dalej
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Jesli funkcja dana jest wzorem, to do jej
dziedziny nalezg wszystkie liczby, dla
ktorych wzor funkcyjny ma sens.

Przykiad. Wyznacz dziedzine funkcji danej
wzorem

vx +1
x -1

£(x) =
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Odczytaj z wykresu dziedzine funkcji
y = f(x).
y= (2 Y

D:(a;b>
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Odczytaj z wykresu zbior wartosci funkcji
y = f(x).

y=f ¥

d
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Funkcja F 2 X — Y jest rosnacaw
przedziale (a ; b )C X, jesli wiekszemu
argumentowi z przedzialu (a ;s b )

przyporzadkowuje wieksza wartoseé.

Mowimy, ze funkcja F s X —» Y jest
malejaca w przedziale (a ; b )c X, jesli
wiekszemu argumentowi z przedziatu
(a y b ) przyporzadkowuje mniejsza

wartosc.

Anna Rajfura, Matematyka na kierunku Biologia w SGGW

13



Monotonicznos¢ funkcji — definicje

Funkcja f: X > Y jest rosnaca
w przedziale (@ ; b )c X, jesl

Voo lx<x, = flx)<flx,)]

Xy, Xoc(a; b)
Funkcja F: X — Y jest malejaca
w przedziale (a ; b )C X, jesli

V o lx<x, = flx)>flx,)]

X,y X¢(a; b)
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Funkcja f: X —> Y jest stala w przedziale
(a ; b )C X, jesli w tym przedziale jej

wartosci nie zmieniaja sie.
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Badanie monotonicznosci funkcji polega na
ustaleniu, w jakich przedziatach dziedziny
funkcja rosnie, w jakich maleje, w jakich
jest staila.

Zadanie 1

Opisz monotonicznos¢ funkcji y = g(x) na
podstawie wykresu.
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Przesuwamy sie po wykresie w
kierunku rosnacych argumentow x ...
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... dopoki wykres wznosi sie do
gory.
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Taki przebieg wykresu oznacza, ze
dla xe(-wj; a,) funkcja jest

rosnqca.
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Teraz przesuwamy sie po wykresie
w kierunku rosnacych argumentow
x, dopoki wykres opada w dol.
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f(x)\ dla xec(a,;a,)
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f(x)T dla xc(a,;+»)
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Odp.:

fix)T dla XE(—OO;31>, Xe<az;+oo)

fix)! dla xec(a ;a,)
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Funkcja f: X —> Y ma minimum globalne
w punkcie X, € X, jesli wartosé f(x,) jest
najmniejsza ze wszystkich wartosci funkcji
w dziedzinie.
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O

W punkcie xo = 0 funkcja ma
wartos¢ najmniejsza — minimum
globalne.
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Funkcja f s X — Y ma maksimum
globalne w punkcie X, € X, jesli wartosé

f (x0) jest najwieksza ze wszystkich
wartosci funkcji w dziedzinie.
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W punkcie xo = 0 funkcja przyjmuje
wartos¢ najwieksza - maksimum
globalne.
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Dany jest wzor funkcji
y=f(x)=-2x+ 1
3 dziedzina D= R
zbior wartosci R

miejsce zerowe x,=0,5

f(x)>0 dla x < 0,5
f(x)<0 dla x> 0,5

flw R
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Dany jest wzor funkcji

y=f(x) = x%*-x-2

dziedzina D)= R

zbior wartosci [— 215+ oo)

miejsca zerowe:

f
f

<

A

X1=-1,X2=2

dila x < 0,5
dla x > 0,5

minimum
dla Xmin=0,5! ymin='2525
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ierunku Biologia w SGGW
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- Granica funkcji w punkcie x,

Niech F: D> R, y= f(x)
Wybieramy punkt xo,

X,cD lub x,¢D

Rozpatrujemy ciag argumentow (x,) dazacy
do Xo
X, = X,
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y=f(x)

ierunku Biologia w SGGW

32



Anna Rajfura, Matematyka na kierunku Biologia w SGGW

33



Anna Rajfura, Matematyka na kierunku Biologia w SGGW

34



Anna Rajfura, Matematyka na kierunku Biologia w SGGW

35



Anna Rajfura, Matematyka na kierunku Biologia w SGGW

36



Anna Rajfura, Matematyka na kierunku Biologia w SGGW

37



Anna Rajfura, Matematyka na kierunku Biologia w SGGW

38



Anna Rajfura, Matematyka na kierunku Biologia w SGGW

39



Dia cigqgu argumentow (x,) dazacego do xo
X, = X,
rozpatrujemy ciag wartosci

(y.) lub inaczej (f (x,)).

Jaka jest granica ciqgu wartosci
y, > ?

f(x,)—>?7?

lim £ (x,)="7
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Niech f: D> R, xo - ustalony punkt,

(xo c Dlub x, ¢ D) , (x,) - dowolny ciag
spetniajacy warunki:
1. limx, = X

n— oo
2. x,cD i x,+ x,dlakazdego M N’
Jezeli istnieje granica cigagu wartosci
funkcji limf(x, )= g niezalezna od wyboru

ciagu (x,), to nazywamy ja granica funkcji f
w punkcie xo i piszemy lim f(x)=g

— Xo
41
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Jesli
lim f(x)=+~ lub lim f(x)=-x

mowimy, ze funkcja f ma w punkcie xp
granice niewfasciwa.

Uwaga. xo moze oznacza¢ £ ©
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Dany jest wzor funkcji ¥y = f(x) =%

. D,=R-0|

zbiér wartosci R—{0 |

brak miejsc zerowych

granice widoczne
na wykresie
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Dany jest wzor funkcji ¥y = f(x) :%

. granice widoczne
. na wykresie:

2* 1

- Iim — =0

X —>+ oo X

i 1
Iim —
X—>—0 M

O
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Dany jest wzor funkcji ¥y = f(x) :%

. granice widoczne

. na wykresie:

: 1

1 Iim— =+
x—>0" )

1 2 ‘3 4

Iim — =—-w
x—>0" X
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rownanie prostej

X =2
[
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Prosta o rownaniu x = 2 jest asymptota
pionow3a lewostronna funkcji y =f (x)

Rys. 1 RYysS. 2
lim f(x)=+ lim f(x)=—o0
x—2 xX—2
X =2 X =2
% M
| |
| |
| |
—_ —+—>
2 2
O . X O X

|
|
!
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Prosta o rownaniu x = 2 jest asymptota
pionow3a prawostronnga funkcji y =f (x)

Rys. 3 Rys. 4
lim f (x)=+o0 lim f (x)=—oo
X—>2"
X =2
Y :
|
|
|
E—
O 3 X

|
|
!
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Prosta o rownaniu x = 2 jest asymptota
pionowa obustronng funkcji y =f (x)

im f (x)=+o00 oraz Iirr;+f(x):iroo

X—>2"~

X =2 X=2
Y ' Y '

|
|
|
|
SIS
O 2 % O |
| |
| |
| |
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Def. 1. Prosta o rownaniu x=a jest asymptota
pionowa lewostronng funkcji y = f(x), gdy

lim f(x)=+t x

X—>a

Def. 2. Prosta o rownaniu x=2a jest asymptota
pionowa prawostronng funkcji y = f(x), gdy

lim f(x)=1

x> a

Def. 3. Prosta o rownaniu x=a jest asymptota
pionow3a obustronng funkcji y = f(x), gdy
Iimf(x)=to i limf(x)=tw

X—>a
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rownanie prostej Y
y=1 1

Anna Rajfura, Matematyka na kierunku Biologia w SGGW

55



Anna Rajfura, Matematyka na kierunku Biologia w SGGW

56



57






Prosta o rownaniu y =1 jest asymptota
pozioma lewostronng funkcji y =f (x)

RysS. 5 Rys. 6

lim f(x)=1 lim f (x)

X —>—00 X —>—00

1
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Prosta o rownaniu y =1 jest asymptota
pozioma prawostronnga funkcji y =f (x)
Rys. 7 Rys. 38

1

lim f(x)=1 lim f(x)

X—> + o0 X—>+0
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Prosta o rownaniu y =1 jest asymptota

pozioma obustronnga funkcji y =f (x)

lim f(x)=1

X— T+ ©
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Def. 1. Prosta o rownaniu y = b jest asymptota
poziomag prawostronng funkcji y = f(x), gdy

lim f(x)=5b

X—> +00

Def. 2. Prosta o rownaniu y= b jest asymptota
poziomag lewostronna funkcji y = f(x), gdy

lim f(x)=b

X— —o0

Def. 3. Prosta o rownaniu y = b jest asymptota
pozioma obustronng funkcji y = f(x), gdy

lim f(x)=b i lim f(x)=5b

X—> —o0 X—> +0
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