Temat wyktadu:

Kody kolorow:

0ty — nowe pogcie
pomaraiczowy— uwaga
kursywa — komentarz

* — materiat nadobowgzkowy
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Pojecia
Dziatania na macierzach

Wyznacznik macierzy

il

Macierzowy zapis ukladu rownan
linlowych

5. Uktad Cramera. Wzory Cramera
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Macierz to prostokatna tablica, w ktore]
mozna wyrozni¢ wiersze i kolumny.

Przykiad zapisu macierzy

2 -1 —-.3| <
0 1 05| <

Macierze zapisuje
w Sle W nawiasach
kwadratowych.

3 kolumny

|—2 WIerSzZe
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Na przecieciu wiersza | kolumny zapisany
jest element macierzy.

Przykiad:

Elementami macierzy magbyé np.: liczby, funkcje,
Inne macierze.

Na kazdym przececiu wiersza | kolumny zapisany
jest pewien element macierzy.
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Jesli macierz ma m wierszy 1 n kolumn, to
mowimy, ze jest wymiaru mxn (czyt: m
nan).

Przykiad: ) )
4 wiersze, 2 kolumny -1 10
wymiar macierzy: 4 x 2 2 3
(czyt: cztery na dwa -03 T
45 -52

4 X 2
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Zapisz wymiary danych macierzy.

5
) ) -17
3 -1 13
2 1 25
0 1 8
3 X2 5 X 1(wektor kolumnowy)
2 -4 02 -3 -1

1 X 4 (wektor wierszowy) 1x1
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Macierze oznacza f duzymi literami:
A B, ... |UbA1, Ao ...
lub

[aij], | = 1, ...,m,j =1, ...,n
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A — macierz wymiarum x n,
a;j — element macierzyA lezacy na

przecieciu I-tego wiersza z-tg kolumna,
gdzieir=1,....m, | =1, ...,n.

dij

TN
numer numer
wiersza kolumny
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Dana jest macierzA. Zapisz kazdy element
aj,1=1,2,3)=1, 2.
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aj; = 3
=1
az1=0
Az =1

dio = -1
drq = 2
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Dane ¢ elementy macierzyB. Zapisz
macierz.

D11=2,b12=-3,b13= 4,b14= -1,
Do1=1,020=5,03=-7,b24=0
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D11=2,b12=-3,D13=4,b14= -1,
D21=1,050,=5,03=-7,b24=0

2 -3 4 -1
1 5 =7 0
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Jesli w macierzy Amxn liczba wierszy m
jest rowna liczbie kolumn n, to macierz A
nazywamy kwadratowa stopnian;

ozn.: A

Przykiady macierzy kwadratowych:

-1 0 2
2 1 0 1 -1
0 -1 10 2

stopnia 2 stopnia 3
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Zapisz macierz kwadratowg A, w postaci
0go0lne].

Zapis macierzy Ana tablicy.
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W macierzy kwadratowe] stopnia n

elementy &;, 1=1,...,n tworza giOwna
przekatna.

przekatna (gtdwna)
macierzy An

an1 an2
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Macierz jednostkowa stopnian, ozn.l:

macierz z jedynkami na przelgtnej 10 ... 0
gtdwnej oraz zerami poza przektna. A = 01..0
ai=1 dlai1=1,2,...n, "™ |: "
a; =0 dla i#]j. 00 ... 1

Przyktady na tablicy.
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Macierze A xn 0Oraz B,xq Sa rowne, gdy

ich  wymiary sa Jednakowe  oraz
odpowiadajace elementy g rowne, czyli
m=p I n=qoraz aj=b; dla 1 =1, ...,m,

1=1, ...,n.
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Dane @ macierze A, B, C, D. Podaj

warunki, przy ktérych zachodza réwnosci:
A=B,C=D.

2 -1 O X =1 vy
A= B =
0 1 05 0 z 05
e R
C = + D=|"
0 X3
1 Xy
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* Dodawanie, odejmowanie
* Mnozenie macierzy przez liczlg
e Transponowanie

* Mnozenie macierzy przez macierz

Przyktady na tablicy.
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AmnxntBmxn=Cmxn

Cij:aij+bij 1=1, ...,m, j:]., o N

krotszy zapis:
[a;] + [by] = [a; + by]

=1, ....m, | =1, ...,n
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Amnxn—=—Bmxn=Cmxn

cij:aij-bij i:]., ceey I, j:]., N

krotszy zapis:
[a;] - [by] = [&; - by]
=1, ....m, | =1, ...,n

Anna Rajfura, Matematyka na kierunku Biologia w SX6G 21



KeAmxn=Cmxn

ci=k-aq; I1=1,...m J=1,..n

krotszy zapis:
k-[a;] = [k-aj]

1=1,....m, | =1, ...,n
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(Amxn)T:Cnxm
Cij = aTij:aji i:]., ey 1, j:]., ey M

krotszy zapis:
[aij]T = [aTji]

=1, ....m, | =1, ...,n
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Amxn 'anp:mep

n
Cij: a’ik [H)kj i:1, ey M, j:1, s P
k=1

krotszy zapis:
[aij] ' [bij] - [ Za‘ik I:ﬂ)kj ]
k=1

=1, ....m, | =1, ...,p
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Dla dowolnej macierzyAn, x» zachodza
rOWnNoscCi:

Amxnln =Amnxn

| m*Amxn =Amxn

Zatem macierzl| jest elementem obagtnym
mnozenia macierzy.

Przyktady na tablicy.
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* Mnozenie przed dodawaniem | odejmowaniem
°* Transponowanie przed innymi dziataniami

* Najpierw dziatania w nawiasach

Przyktad na tablicy.
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Ozn.: A, B, C, D — macierze,k — liczba rzeczywista.
(A+B)+C=A+ (B +C)
(A-B)-C=A-B:C)

A+B =B +A
Uwaga Mnozenie macierzy nie jest przemienne.
k-A-B)=(k-A)-B=A: (k- B)
k-A+B)=k-A+k-B
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- Prawa dziatan na macierzach, cd.
C-A+B)=C-A+C:B
(A+B)-D=A-D+B:-D

(A+B) =A" +B'
(A-B) =B' - A’
(A" =A
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Zadania w pliku

Zadania_macierze dzialania.pdf

Uwaga
Do dziatan na macierzach mana

wykorzystaé funkcje arkusza
kalkulacyjnego (np. CALC, EXCEL):

« MACIERZ.ILOCZYN
« TRANSPONUJ
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Wyznacznikiem macierzy kwadratowe]A
jest pewna liczba jednoznacznie
przyporzadkowana te] macierzy;

ozn.: det A(ang. determinant), |A|.

Liczbe ta definiuje sie podajac metock jej
obliczenia dla macierzy kwadratowe]
stopnian, przyn=1, 2, ...
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Dlan=1, 2, ... wyznacznik macierzy,
oblicza se metoda Laplace’a rozwijania
wyznacznika wzgkdem wiersza lub
kolumny macierzy A,.

Dlan =2 orazn = 3 metoce Laplace’a
mozna przedstawic w postaci uproszczone].
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Dlan=1:
det[aii] = a1

Przykiady:

det[-3] = -3
det[12] = 12
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L 4
.......

Przykiad:

det =1[8-2[3=8-6=2
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Dla n = 3 wyznacznik mana obliczyé
stosujac schemat Sarrusa:

s 5]

apodnimdugi. | UelEnE,ELT,
|Gy Ay
Ay B G
gt

e ¢
--------------------------
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2. Obliczyé¢ iloczyny elementow
na przekatnej gtownej i dwoch
przekatnych rownolegtych do
niej; niech S; 0znacza sung
tych iloczynow.
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det a21.""“a'2 3:*”’323::

djz-dpotds; a21a22 Ays

Ay3-Az>-A11 3. Obliczy¢ iloczyny elementow
" na drugiej przekatnej i dwoch

A33:A12°%1 przekatnych réwnolegtych do

sumas; = ... niej; niech Sy oznacza sung
tych iloczynow.
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Uwaga
Zamilast dopisywa dwa pierwsze wiersze pod

trzecim, mdgna dopis& dwie pierwsze
kolumny za trzegs lub wyznaczy pewne

JArojk qty”  w macierzy. Wszystkie te
graficzne sSposoby Sshq utatwieniu

zapametania | stosowania podanego dale]
WZOoru.

Przyktady na tablicy.
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WzOr na det Ag:

a, a, aj
det Ay Gy Ay | T Sg B Sd’
Ay Qg Qg

gdzie:
S, =ay lay, lag tay, lag la; +ay la, lay,

S a31 2 ’ +a21 2 ’ +a11 2 ’ 3
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Oblicz wyznacznik dane] macierzy.
1 2 3
det-1 0 4|=11-(-6)=17
1 -1 1
01/ 1 2 Béo
-1 0 4
LN
Si=-6 S =11




Metoda Laplace’a rozwijania wyznacznika
wzgledem i-tego (dowolnego wiersza macierzyA,

4}‘

det .

8

A

lllllll

a, ... a,
A o 4, |=a, 1) detA, +
a, .. a.

ta, [q_l) i+2metA2 t...ta, [q_l) i+nm9tAn

gdzie A;j; jest macierz, ktora powstaje po wykresleniu
Z macierzy A i-tego wiersza oraz-tej kolumny.
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Oblicz wyznacznik dane] macierzyA.
Polecenie mana wykona¢ wybierajac
rozwiniecie wzgkdem np.drugiego
wiersza.

1 -1 0 2
13 -1 10
A =] e
2 1 4 3

0 3 -11
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det

+00-1)*" (et
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= - 33 -

1 0 2 ‘1 0 2
=3-1"[det| 1 4 3)0(—1)[@—1)”2 et|2 4 3|k
3 -11 0 -1 1

wg schematu Sarrusa lub

1 -1 2 Wyznaczniki zakrglonych
+1[Q—1)2+3 et 3 ).(): macierzy mdgna policzy
i 0go0lng metody Laplace'a.

=30-1){- 33)+ (- 1) B{-1) + 3({- 1) [6 = 90
Odp.: detA = 90.
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1.Wyznacznik macierzy trojkatnej gornej
(dolnej) jest rowny iloczynowi elementow
na gtownej przekatne;.

2.Jezell macierz kwadratowa ma
w pewnym wierszu (lub kolumnie) same
zera, to je] wyznacznik jest rowny zeru.
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3.Jezeli dwa wiersze (lub kolumny)
macierzy kwadratowe]
proporcjonalne, to je] wyznacznik jest
rowny zeru.

4.Wyznacznik macierzy jednostkowej
dowolnego stopnia jest rowny jeden.
detl, =1

5.Wyznaczniki macierzy A oraz A" sg

rowne.
detA = detA'
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6.Dla macierzy A stopnian:
det(k-A) = k"-detA, kOR

/.Wyznacznik iloczynu macierzy
kwadratowych tego samego stopnia jest
rowny iloczynowi wyznacznikow tych
macierzy:

det(A-B) = detA - detB
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Macierz kwadratowg A nazywamy
osobliwg, gdy det A= 0.

Macierz kwadratowa A nazywamy
nieosobling, gdy detA#0.
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Zadania w pliku
Zadania_macierze_ wyznacznik.pdf

Uwaga

Do obliczania wyznacznika macierzy
mozna wykorzysta¢ funkcje arkusza

kalkulacyjnego (np. CALC, EXCEL):

WYZNACZNIK.MACIERZY
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1. Zapis macierzowy uktadu rownan
2. Uktad Cramera

3. Wzory Cramera
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Przyvkiad 1.

Dla danych macierzyA, x, b wykonaj:
a) oblicz iloczyn A-x,
b) zapisz warunki, przy ktoérych zachodzi
rownanie Ax = Db.

-1 0 2 -2 « -5
_ 2

A=| 0 1 -2 1| "7|y 1
3

2 -1 1 -1 « 1
[ — | 4_
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-1 0 2 -2 m
Aga X y=|CO 1 =2 1 [*]XZ =
@ -1 1 -1 %
_ )
(YD +00+206+(-2)0 ] [ -x+2x%-2%
00 +10%, +(-2) 0 +11X, = X T 2%+ X,

_ 203 + (_1) X, +10X; + (_1) X, 13x1 _2X1 RS X4 Jaxa
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— X, + 2%, — 2X, -3
AX=| X,—-2X%+X%, |=| 1|=Db
2% =Xt X=X, | |1
(— X, +2X, - 2x, =5 Ax = b
1 X 2%+ X, =1 uktad réwna liniowych
L2)(1 — X2 + X3 — X4 =1 W Zapisie macierZowym

uktad rownan liniowych
w zapisie klasycznyr
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Dany uktad rownan zapisz w postaci
macierzowe)].

(— X, +2X,—2X, =-5
I X —2X, + X, =1

2% =X, X=X, =1
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Przyktad 2. cd.

Macierzowy zapis ukiadu rownai: Ax = Db.
(— X, +2X, —2X, =5
I X, =2X;, + X, =1

12X X, t X=X, =1

Uktad rOwnan zapisany z wyszczegolnieniem
wspotczynnika przy kazdej niewiadomej:

((_1) X, + OLx, + 21X, + (_ 2) X,
Io0 + A+ (—2)Ck, + 1
21X + (_1)3(2"' 10 + (_1)3(4

>
I
|
o
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-1 0 2
A=| 0 1 -2
2 -1 1
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Uktad rownan liniowych:
At At ... tagX =b
A X T Xt .. +a2nx =b,

3
kamlxl-l- a'm2X2+ +aman _b
mozna zapisa& w postaciAx = b, gdzie:
A Qdp ... A, X b
P R B L . bz
ENE:™ Qn X B,
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W odniesieniu do uktadu réwnaa liniowych
w postaciAX = Db, stosowane g okreslenia:
A - macierz uktadu (wymiar m x n)

X - wektor niewiadomych (wymiarn x 1)

b - wektor prawych stron (wymiar m x 1)
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Uktad rownan liniowych

AX =D

nazywa sk ukitadem Cramera, j&sli
macierz ukiadu A jest kwadratowa
| nleosobliwa

Uktad Cramera posiadadoktadnie jedno
rozwigzanie.

Uwaga na tablicy.
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* wzory Cramera

* metoda macierzy odwrotnej *
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Rozwigzanie ukiadu rownan Cramera Ax = b,
gdzie:

A — macierz stopnian,

X = [X1, X2, ..., Xn]", b =1[by, by ...,04]",
podaja wzory Cramera:

det A.

detA

gdzie: Ai - macierz powstata po zasipieniu
I-te] kolumny macierzy A kolumna
prawych stron b.
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Wyznacz rozwigzanie ukiadu rdéwnan przy uzyciu
wzorow Cramera.

(2%, + 2%, =-1
11X, —2%;, =1
\_)(1_X2+3X3:O

Postat macierzowa uktadu, toAx=b, gdzie
2 0 2 X, -1
A=l 0 1 -2 X=X, b=| 1
-1 -1 3 X, 0
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Czy dany uktad jest uktadem Cramera?

det A=det

2 0
0 1

-1 -1
2 0
0 1

2
—2

3

2
-2

=[6+0+0]-[(-2)+4+0]=6-2=4
Mamy detA#0, wiec uktad Ax = b jest

uktadem Cramera.
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Macierz Aq:

det A =det

2 0 2 -1

0 1 -2 1
-1 -1 3 0
-1 0 2

1 1 -2|=-3

0 -1 3
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Macierz A,:

det A, =det

2
0
-1
2

0
-1

0 2 -1

1 -2 1
-1 3 0
-1 2

1 -2

0 3
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Macierz Asj:

det A, = det

2 0
0O 1
-1 -1
2 0
0 1

-1 -1

2 -1
-2 1

3 0
—1

1

0
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Po podstawieniu do wzorow Cramera:

_detA, _—_3__
. detA 4
XZ:detAz :9:13
detA 4 2
detA, 1

X3: - —
detA 4

3

Uwaga Te trzy liczby

stanowia JEDNO
rozwiazanie uktadu rownan
linlowych. Mozna je zapis&
W postaci wektora:

3

4

1L
2

1
4
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Sprawdzamy czy zachodzAx = b:
3)+00Li+20
)+1D1+( 2)G

Zatem wektor x' = [—%

0

2
0

-1

-1
1

0
1
-1

2 |
-2
3

]
—

= N qslw

p—

20~
0~
(-1

)=3)+(

2

11

1)04++30G

1] jest

poszukiwanym rozwigzaniem uktadu

rownan Ax = b.
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