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Operacje elementarne na wierszach macierzy

nXxXm

Anna Rajfura



Typy operacji elementarnych
1. Zamiana miejscami wierszy wi oraz wij,
ozn.: W, <> W,
2. Mnozenie wiersza w; przez liczbe k # 0,
ozn.: W i=W -K

3. Dodanie do wiersza wi Innego wiersza w;j
pomnozonego przez liczbe K,

ozn.: W i=W + W, -K
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Operacja elementarna typu w;, <> w;

Zamilana miejscami wWierszy wi oraz wi;

A — A

W(—)W

(czyt.: macierz A jest rownowazna macierzy Ai)
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Uwaga

Przyklad
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WiasnoSci operacji typu w, <> w;

Jesli A~ A, to:
W, <>W;

e det A1 =-det A

Informacja wyprzedzajgca:

* rz A1 =rz A (czyt.: rzad macierzy)
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Operacja elementarna typu w. :=w -K

Mnozenie wiersza w; przez liczbe k # 0

A ~— A

Wi 1= W; -k

(czyt.: macierz A jest rownowazna macierzy Ap)

Anna Rajfura



Uw

aga:

2
0
1

W1 .
wWi+(-1/2) :
-2 0
0 1
1 -1

Przyklad

0
1
-1

2
—2
3

—2

2

3
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WilasnosSci operacji typu w. -k
Jesli A~ A, to:
Wi -K 2

e det A, = k-det A

Informacja wyprzedzajgca.

e rZzA=rzA
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Operacja elementarna typu w, :=w, +w; -k

Dodanie do wiersza w; Innego wiersza w;

pomnozonego przez liczbe K,
A ~ A3
W, 1= W, +W; K

(czyt.: macierz A jest rownowazna macierzy As)
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Przyklad

Uwagas.
—2 0 2] 2 2]
A= 0 1 -2 —~ 0 1 -2|=A,
1 -1 3| Wai=wWa+wi(—3)
W3 . 1 -1 3
wi+(-1/2) : 1 0 -1
ws + Wi(-1/2) : 2 -1 2
—2 0 2] -2 0 2]
A= 0 1 -2 ~ 0 1 —-2|=A,
1 -1 3| Ws=watwi(=3) | 2 —1 2
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Wlasnosci operacji typu w, =w, +Ww, -K

Jesli A —~ A, o

W; == W; +W;-K

e det A3 = det A

Informacja wyprzedzajgca:

e rZAs=rzA
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Wektory jednostkowe

Macierz jednostkowa In:

1 0 ... ... 0
01 0 ... 0
= . .
00 ... .. 1

Kolumny macierzy I, nazywane sa
wektorami jednostkowymi wymiaru n.
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Przyklad

Ro6zne wektory jednostkowe wymiaru 3:
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Posta¢ bazowa macierzy Anxm

Postacia bazowa macierzy A bedziemy
nazywa¢ macierz rOwnowazna macierzy A,
0 maksymalnej liczbie kolumn bedacych
roznymi wektorami jednostkowymi.

Rzedem macierzy A bedziemy nazywac

maksymalng liczbe roznych wektorow
jednostkowych wystepujacych jako
kolumny w postaci bazowej macierzy A;

ozn.: A, rank A.
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Przyklad

Oblicz rzad macierzy B.

3 1 4
B=|12 -2 10
/7 -1 6
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Przyklad cd.

Stosujemy kolejno operacje elementarne:
W, -3,
W, =W, + W, - (—12)

Obliczenia samodzielne.
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| otrzymujemy:

3
B=|12
>

-2 10
—1

Przyklad cd.

10 1
0 1 1|=B,
00 0

B1 — posta¢ bazowa macierzy B

B, =| 0
0

Odp.: rzB = 2.

1

)

1
O_

dwa rozne wektory
jednostkowe
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Uklady rownan liniowych

Uklad rownan liniowych Ax = b, gdzie:
A - macierz ukladu wymiaru m x n,

X = [X1, X2, ..., Xn]" (n - liczba niewiadomych),
h = [bl, b, ..., bm]T (M — liczba réownan),

moze miec:
e dokladnie jedno rozwigzanie (U. 0Znaczony),

® nieskonczenie wiele rozwiazan (U. nieoznaczony),

® zadnego rozwiazania (U. sprzeczny).
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Uklady rownan liniowych cd.

Macierz A z dopisana na koncu kolumna
prawych stron b nazywa sie macierza
roZSZerzonag:

oZn.. A | b

Liczbe rozwigzan ukladu rownan
liniowych mozna okresli¢ porownujac
rzedy macierzy: A, Alb z liczba
niewiadomych.
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Liczba rozwiazan ukladu réwnan liniowych

Uklad rownan Amxn - Xnx1 = bmx1

rz A < rz[A|b]

uklad sprzeczny
(nie ma rozwigzan)
rz A=rz[A|b] =n

uklad oznaczony
(ma dokladnie jedno rozwigzanie)

rz A = rz[A|b]
uklad posiada
rozwiazania

rz A=rz[A|b] <n
uklad nieoznaczony
(ma nieskonczenie wiele rozwiazan)
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Przyklad 1.

Rozwiaz uklad réwnan Ax = b, gdzie:

1 2 -2 X, 3

A= -1 3 -2 Xx=|X,| b=|4

-0 4 -1 X3 4
12 -2:3

Alb]=| -1 3 -2 : 4
-5 4 -1:4
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Przyklad 1. cd.

/ 2 -2 :3 1 -2 : 3

[A|b]= 3 -2:4] |0 —4 17
\ 4 -1:4|7(0 -11 : 19|
W2.= W2 + W1 w2 (1/5)
W3:= W3 + W15

1 -2 : 3 1 0 2

0 -+ : |10 1 5

0 -11 191710 0 —§_~

Wi.= W1 + W2‘('2)
W3:= W3 + W2+ (-14) W3-5
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Przyklad 1. cd.

\

1 0 0 :
0 1 0 :f-1
0 0 1:

/

Wi:= Wi + W3- (2/5)
W2:= W2 + W3- (4/5)

Whnioski: rzA = 3, rz [Al|b] = 3, liczba
niewiadomych = 3, zatem uklad rownan
jest oznaczony.
Rozwiazaniem jest wektor x = [-1,-1, -3]".
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Przyklad 2.

Rozwiaz uklad réownan AXx = b, gdzie:

-1 -2 1 X, 2
A=l 2 1 0 X=X, b=|2
-3 -3 1 X | L

-1 -2 1:2
[Alb]=| 2 1 0: 2
-3 -3 1:0
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Przyklad 2. cd.
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Przyklad 2. cd.

Whnioski: rzA = 2, rz [A|b] = 2, liczba
niewiadomych = 3, zatem uklad rownan
jest nieoznaczony. Mozna wyznaczy¢ jego
rozwiazania.
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Przyklad 2. cd.

10 1 2

0 1 -2 : -2

00 O 0

kolumny

bazowe
kolumna

niebazowa
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Przyklad 2. cd.

Zmienne
bazowe

I

Zmienna
niebazowa
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Oznaczenie dla zmiennej niebazowej

X; =S, SeR
10 L: 2
0 1 -2 : -2
00 O 0]
1 1 2 X,
A=l0 1 -2 || b=|-2| x=|X
0 0 0 'S
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(X, +is=2

2 o —
X, —5S=—2

Rozwigzanie ogolne ukladu rownan:
(X, =—1s+2
¢ X, =%5—2

X, =S - seR

.

Rozwigzania szczegolne ukladu rownan:
Np. dlas=0: x=[2, -2, 0],
dlas=3:x=1[1, 0, 3]".
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