Temat wykiadu:

Kody kolorow:

zofty - nowe pojecie
pomaranczowy — uwaga
kursywa - komentarz

* — material nadobowigzkowy
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. Przykiady ciagow, definicja ciagu

h W N

. Pojecie granicy ciagu

Ciag zbiezny, rozbiezny do «

. Twierdzenia o granicach ciagow




Przykiad 1a. Ciag kolejnych liczb

pierwszych mniejszych od 10:

1. 2. 3. 4.
2 3 5 7

ciag liczbowy skonczony




Przykiad 1b. Dwa rozne ciagi liczb

pierwszych mniejszych od 10:
1. 2 3.

: 4.
2 3 5 7
1. 2. 3. 4.
2 5 3 7




Przykiad 2. Ciag kolejnych liczb

parzystych dodatnich

1. 2. 3. 4.
2 4 6 8

ciag liczbowy nieskonczony




Okreslenie ciagu:

1. 2. 3.
A B C




Jesli kazdej z liczb naturalnych:
1, 2, 3, ...

zostata przyporzadkowana

dokladnie jedna liczba

rzeczywista, to zostat okresliony

ciag (nieskonczony) tych liczb
rzeczywistych.




Jesli kazdej z liczb naturalnych:
1, 2, 3, ..., m

zostata przyporzadkowana

dokiladnie jedna liczba

rzeczywista, to zostal okresiony

ciag (skonczony) tych liczb
rzeczywistych.




Ciag oznaczamy:
(a,) lub {a,}

a, — 1-szy wyraz ciagu
a, — 2-gi wyraz ciagu
itd.

a,- n-ty wyraz ciqgu
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a, = n*+1

indeks wyrazu

d;, - wyraz ogoélny ciagu

Czytamy:
ciag o wyrazie ogolnym n?+1

nna Rajfura, Matematyka
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1. Wyraz ogolny ciagu dany
wzorem

2n-+1
a =

n

dlan-=1,2,3, ..

Wyznaczanie wyrazow ciagu:

2-1+1 2-2+1 S5
— :1, azz = —

@ 3 3°

2.3:1 7
I T %
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2. Ciag opisany warunkiem

(b, ) - ciag kolejnych liczb
pierwszych
b=2, b,=3, b,=5,
Wyznaczanie wyrazow ciagu:
b, — nie dzieli sie przez zaden
wczesniejszy wyraz ciagu (b, )

b, =2
12




Przyklady okreslenia ciggu cd.

3. Ciaqg opisany wzorem
rekurencyjnym

c, =1
9

c,..=c,+8n

. n+

Wyznaczanie wyrazow ciagu:

c,=c,+8-1=9,
c,=C,+8-2=9+16 =25, ...

Dowodzi sie (indukcyjnie), ze
c,=(2n-1%, n=1,2,3,..
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Ciag (a, ) nazywamy arytmetycznym,
gdy:

(wzor rekurencyjny)

<31 dany
a,,=a,+r, n=14,2,3,... reR

r - réznica ciaqgu arytmetycznego

(wzor na wyraz ogolny)
a-=-a-+n-1r, n=14,2,3,.., rcR

14
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(

a =4

a .,.=a,+2

Ani1
roznicar = 2
a =6, a,=28,
a=-4+(n-1)-2, n=14,2,3,...

a=4+n2-2=-2n+2, n=-1,2,3,...
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Ciag (a, ) nazywamy

geometrycznym, gdy:
(wzor rekurencyjny)
‘a, dany

<
a.=-a,q, q<R-{0}

.

q - iloraz ciagu geometrycznego

(wzor na wyraz ogolny)

a-=-a-q""', n=14,2,3,.., gc<R-{0}

16
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Przykiad 1.

QD
Il
3=




Przykiad 1.

a, 1 1/21/31/4 ... a —>0
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Przykiad 1.

a, 1 1/21/31/4 ... a —>0

an_)oi gdy n— o
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a, 1 1/2 1/3 1/4

an1,5 .
1 - o
0,5 - o
@ O
0
0 1 2 3 4 5

a—>0, gdy n-o o
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Przykiad 2.




Przykiad 2.

a —>wo, gdy n— o




a —+wo, gdy

n— oo
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Przykiad 3.
an — (_1)n+1 - n

27



oN
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Zapis:
a —0

n

Znaczenie:
wyrazy a, zblizaja sie do 0

czytamy:
ciag (a,) dazy do O

/

wartosc¢ graniczna, granica
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Zapis:

a, —>0

Znaczenie:
wyrazy a, zblizaja sie do 0

czytamy:

ciag (a,) dazy do O
lub

granica ciagqu (a,) jest liczba 0

a, Matematyka
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Zapis:
a, —>0

czytamy:
granica ciagu (a,) jest liczba 0

limes (fac.) - granica
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Zapis:

a —>0

n

czytamy:

granica ciagu (a,) jest liczba 0
limes (fac.) - granica
zapis:

ima, =0

n— oo
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Ogolniej:

a, > g
czytamy:
granica ciagu (a,) jest liczba g

zapis:

ima, =g¢g

n— o

33
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Dia danego ciagqu (a,)

def

ima,=-g<VY 3 Vl|a,-g<¢

=08 £>0 keN®™ n>k
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Twierdzenia o granicach ciaqgow
liml=0
n— oo

IImc=c¢c, c=const,ceR

n— oo
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Gdy granica ciagu jest liczba
skonczona, to mowimy, ze ciag
ma granice wiasciwa.

Ciag taki nazywamy zbieznym.

Przykiady:
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Dia danego ciagqu (a,)

def
ima, =+ < VY 4 VYVa,>M

=S McR kcN' n>k
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Dia danego ciagqu (a,)

def
ima, =-©o < VY 4 VY a, <M

=S McR kcN' n>k

Anna Rajfura, Matematyka
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(3)

IImmn=+o

n— o

lim(—-n)=-o

n— o

(4)

42




Gdy granica ciagu jest + © lub - =,
to mowimy, ze ciag ma granice
niewlasciwa.

Ciag taki nazywamy rozbieznym
do + «© lub - «~,

Przykiady:

43




Gdy granica ciagu nie istnieje, to
mowimy, ze ciqg jest rozbiezny.

Przykiady:

a) a=(-1""n

b) b, =(-1)"
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Twierdzenia o granicach ciagow

imn=+0, qgdy >0

n— o

Imk"=+0, gdy k>1

n— oo

lim k" =0, gdy | k|<1

n— oo
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* Twierdzenia o granicach ciaqgow

Iima“=+o,gdya >+x»,k>0

n— o©

limk°" =+ ,gdy a, >+ , k>1

n— oo

lim k> =0,gdy a, >+, k|<1

n— oo

46
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Twierdzenia o granicach ciaqgow

im(1+1)"=e

n— oo

lim (1+aln)a” —e,gdy a, — + ©

n— oo
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Jezelillma, =a, limb, =b oraz a, b

n— oo n— oo

sg skonczone, to:

im(a,+b,)=a+h (13)

n— ©
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Jezelilma, =a, limb, =b oraz a, b

n— oo n— oo

sg skonczone, to:

im(a,-b,)=a-b

n—

(14)
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Jezelilma, =a, limb, =b oraz a, b

n— oo n— oo

sg skonczone, to:

im(a,-b,)=a-b

n— oo

(15)
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Jezelilma, =a, limb, =b oraz a, b

n— oo n— oo

sg skonczone, to:

lim %=%, gdy V b,#0 oraz b0 (")

Lo b n n€~+




Jezeli

ima, =9, limec, =9g,a,<b,<c,,

n— n—

to:
imb_ =g (17)

n—
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Jezeli lima, =+x,limb_=+o, to

n— o n—

lim (a,,+b,,) =+ o0 (18)

n— o

Jezelilima, =-x,limb_ =-x, to

n— oo n— oo

lim (a, + b,) = -« (19)
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Jezeli lima, =+», limb,_ =5,

n— oo n— oo

b - skonczona, to lim (a,, + b,,) =+ (20)

n— oo

Jezelilima, =-«, limb =5,

n— oo n— o«

b - skonczona, to lim(a,+b,)=-o (21)




Jezeli lima, =-a, a - skonczona

n—

il a0, oraz limb, =+«, to (22)

n—

Iim (a” - bn) = 1+ o0 znak zgodny z reguta znakéw

n— oo

Jezeli lim a, = a, a - skonczona,

limb_ - +o, to lim 22 -0 (23)
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